ENRIQUE CANTO ABAD. EJER. ALGEBRA SELECTIVIDAD MAT Il 2005-2011

BLOQUE 1: ALGEBRA.

Ano 2011.

JUN11, PAl1

Sea el sistema de ecuaciones

X+y + z=m
S: 2X + 3z=2m+1
X+3y+(M-2)z=m-1

dondemes un parametro real. Obtener razonadamente:
a) Todas las soluciones del sisteBxaandom= 2. (4 puntos)

b) Todos los valores da para los que el sisten@tiene una solucién Unic& puntos)

c) El valor dem para el que el sistenfaadmite la solucionxyy,z) = %,—%,0) (4 puntos)

Resolucion

a) Sim= 2, el sistema queda

X+y+z=2

S: 2x +3z=5

x+3y =1

Resolvemos por Gauss:
1112 11 1 2 1 1 12
2 035 ~ 0-2 1 1 _ i 0 -211
—Fo+

1301 ) For(2FF2 \ 0 2 -1 1 T\ oo oo

F3— (-1)F.+F3
Por la 32 ecuacionZ3= 0, z puede tomar cualquier valor. Tomanmos 4. Entonces

EcZ:—2y+/l=1—>y=%.

. A-1 _92_,y-5-31
Ecl.x+—2 +A=2 X 5

Solucién del sistema:

{(B5™ 45ha) aer)

b) Por ser un sistema cuadrado, tiene solucion Unica cuangsed si) |A| + 0, siendcA la matriz de
coeficientes.

2lectivitat.io



ENRIQUE CANTO ABAD. EJER. ALGEBRA SELECTIVIDAD MAT Il 2005-2011

11
Al=12 0 3 =4-2m=0—> m= 2.
1 3 m-2

Entonces el sistema tiene solucién Unica siempre y cuanel@.

c) Buscamos que los valores de las incognitagd) = (i,—%ﬂ) cumplan las tres ecuaciones:

Por la Ec1m= 1. Veamos si cumple la Ec2 y la Ec3:
Ec2: 3=2m+ 1—- m=1. Ec3:0=m-1—>m=1.

Por lo que cuandm= 1, los valoresx,y,z) = %,—%,0) cumplen las tres ecuaciones.
JUN11, PB1
Se da la matriz
-1 0 1
A= Om O
2 1 m-1

dondemes un parametro real.

a) Obtener razonadamente el rango o caracteristica de i ®&n funcion de los valores d®. (5
puntos)

b) Explicar por qué es invertible la matdzcuandom= 1 . (2 puntos)

c) Obtener razonadamente la matriz inveksade A cuandan= 1, indicando los distintos pasos para
la obtencion deA! . Comprobar que los productds*Ay AA! dan la matriz unidad3 puntos)
Resolucion

a) Para estudiar el rango, comenzamos por el determinantelda 8:

-1 0 1
Om O =-m-m=0-mmM+1)=0—-m=0
2 1 m-1

Asi, cuandan=0, rgd) =3
Sim=0,
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-1 0 1
A: 0 O 0 y
2 1 -1
escogemos el menor
-1 1
a2 = , con
la2z] 11 1+ 0= rg(A) =2
o = = — = = .
22 2 _1

b) Una matriz es invertible cuando su determinante es distiat0. Para cualquier valar+ 0,
tenemos qu¢A| + 0, por lo que es invertible en todos esos casos, incluidodouar- 1.

c) Cuandom=1,

-1 01
A= 0 10
2 10

La matriz inversa dé viene dada por la siguiente férmula:

At = L adia)T
Calculamos
-1 01
Al=1 0 1 0| = -2
2 10
Ahora la matriz adjunta:
0O 0 -2 0 1 -1
Adj(A) = 1 -2 1 |.SutraspuestaAdj(A)T = 0 2 0
-1 0 -1 2 1 -1
Entonces
o -1 1
0O 1 -1 0 -11 2 2
1 _ 1 T 1 _ 1 _
A—lAlAdJ(A)—_2 0 -2 0 =5 0 2 0O 1 O
2 1 -1 2 -1 1 1 -1 1
2 2

Ahora calculamos los productos pedidAgy* y AA:
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101 0-11 200 100
AAT=] 0 10 |-3/ 020 |=3 20 |-= 1 ~ |
2 10 2 211 00 2 001
0-11 101 200 100
Ata=1l 0 2 0 010 | =3 020 |= 1 ~ |
2 211 2 10 00 2 001

SEP1]1 PAl

Se dan las matrices

()50 )

dondeM es una matriz de 2 filas y 2 columnas que verifitd= M . Obtener razonadamente:
a) Todos los valores real&gpara los que la matriB = A— Kl tiene inversa(2 puntos)

b) La matriz invers®-! cuanddk = 3. (2 puntos)

c) Las constantes reales S para las que se verifica qué\? + A = -2l . (4 puntos)

d) Comprobar razonadamente que la ma@rizl — M cumple las relacione®? =Py MP =PM. (2
puntos, repartidos en 1 punto por cada igualdad)

Resolucion

a) La matrizB tiene inversa sélo cuand®| # 0.

Bo A_kl— 0 -2 - 10 _ -k -2 .
1 3 01 1 3-k

-k -2

1 3-k

CalculemosB

IB| = = KGB-K +2=Kk—3k+2.

k=1

B|=0-k-3k+2=0-
k=2

Asi, cuanddk# 1 yk= 2, |B| # 0y por lo tantoB tiene inversa.

b) Cuandok =3
s- 272
1 0
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-1 _ L R t
B Bl [Adj(B)]".

-3 -2 0 -1 0 2
B| = -2, AdjB) = -~ [Adj(B)]' =
ll‘lo‘ J()<23> [Adj(B)] (13)
Bl%<o 2) 01 13
-1 -3 2 2

al? + BA = 2.

e-(22)(32)-(373)
(23)(22)-(23)
(2w (02)-(22)

20 6a-28\ [ -2 0 ) —6a-28-0
a+p 7a+38 ) \ 0 -2 3a0+B=0

Ta+3B = -2

CalculemosA?

ecl) »a=1. - (eQ) »—6-28=0-f=-3.

Ahora hay que comprobar que= 1y = -3 también cumplen las dos ultimas ecuaciones (han de
cumplirse todas).

(e’3) > 3:1-3=0(Si) (edd) > 7:1+3-(-3) =-2(Si).
Asi, los valores buscados sas-1y S =-3.
d) P=1-M, dado qud es la identidad y qusi? = M,
Obtenemo$?

PZ=(I-M2=(-M):(I-M)=1:1=1-M=M-1+M-M =

—-M-M+M2=|-M-M+M=1-M=P

AhoraMP =M(l = M) =MI - M2=M - M =0.
Por otro laddPM=( - MM =IM - M?=M -M = 0.
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Por lo queMP = PM.

SEP1]1 PB1

Se dan las matrices

<
Il
N NP
B RN

1
1 y T
-1

y se sabe qu& es una matriz cuadrada de 3 filas y 3 columnas cuyo determinale[Z

Calcular razonadamente los determinantes de las sigsigrgtices, indicando explicitamente las
propiedades utilizadas en su calculo:

a) %T. (3 puntos)
b) M4 (3 puntos)
c) TM3T! (4 puntos)
Resolucién
a)
1 - (Lo L
37 = (3)m- 52
(*) Ya que al multiplicar por un n° los elementos de una lirféa ¢ columna) el determinante queda
multiplicado por ese n°. Comibtiene 3 filas, entonces podemos sacar factor comun de ¥ 2daoes.

b)

M4 = M| |M[-M]- M| = 6% = 1296
(x1) (x2)

(x1) YaquelA-B| = |A| - |B]

12 1
(x2) CalculemogM|=|2 1 1 | =6
2 1 -1
c)
[TMET-| = [T]« M3[- [T = [T]-M|- M|« M| - = MP® = 63 = 216
(+1) (+1) |
(*2)
(*1) YaquelA-B| = |A| - B|
(x2) Ya que m-TH=N=1 PorloqueT|- [Tt =1= [T = L [T]. [T =1= [T =
TT2 =TT |
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Ano 2010.

A partir de este afio, cada ejercicio se puntta sobre 10.
JUN10, PA1

Dadas las matrices cuadradas

N N
w -
N -

se pide:
a) Calcular las matrice\(— 1)? y A(A — 21). (4 puntos)

b) Justificar razonadamente que:
b.1) Existen las matrices inversas de las matricg — 2| . (2 puntos)
b.2) No existe matriz inversa de la matAz |. (2 puntos)

c) Determinar el valor del parametro régbara el que se verificA™* = A(A— 2I). (2 puntos)

Resolucion

a) Calculemos primeroX —1)? :

2 1 1 100 1 1 1

A-1l= 2 3 2 -1 01 = 2 2 2

-3 -3 -2 001 -3 -3 -3

1 1 1 1 1 1 0 0

(A-12= 2 2 2 . 2 2 2 = 0 0

-3 -3 -3 -3 -3 -3 000

Y ahora calculemos(A - 2I):

2 1 1 200 0O 1 1

(A-2l) = 2 3 2 -1 020 = 2 1 2

-3 -3 -2 00 2 -3 -3 4

2 1 1 0O 1 1 -1 0 O

A-(A-2l) = 2 3 2 2 1 2 = 0O -1 0 =—

-3 -3 -2 -3 -3 4 0 0 -1

b) Existe la inversa de una matriz si y solo si su determinastiiginto de cero.
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2 1 1
Al=|1 2 3 2 | =1=+0= Aesinversible.
-3 -3 -2
0 1 1
A-2l|=| 2 1 2 | = -1= A-2lesinversible.
-3 -3 4
1 1 1
IA-I|=| 2 2 2 | =0= A-lnoesinversible.
-3 -3 -3

c) Hemos de resolver el valor deen la ecuacioi =A(A- 2I) :

Camino corto:Premultiplicamos poA :
AAL = ALA-21) = | = JAA-2I)
(Ay 4 si que conmutan porquiees un escalar, no una matrizz\(A —21) =-1)
l=AC-)=A1=-1

Camino largo: Vamos realizando los calculos que aparecémeguacion:

CalculamosA™, por la férmula indicada, o por el método de Gauss:

0 -1 -1
Al = lTll[Adj(A)]tz 2 -1 -2
3 3 4

Despejamog de At = (A - 2I)
(multiplicamos por la derecha ambos miembros gor @1)~1):

AYA-2)1 = AA-2D(A-2)"1 = ALA-2D)1 = Al

Ahora habria que calculaA(- 2I)1, por la formula o por Gauss:

=2 =i =l
(A-2)71= =2 =i =2
3 3 2
0 -1 -1 -2 -1 -1 -1 0 O
Al.(A-2n)1= -2 -1 -2 | -2 -3 -2 = 0 -1 0 =l
3 3 4 3 3 2 0 0 -1

La ecuacion ha quedado adi=Al = A =-1.

2lectivitat.io



ENRIQUE CANTO ABAD. EJER. ALGEBRA SELECTIVIDAD MAT Il 2005-2011

JUN10, PB1

Dado el sistema de ecuaciones lineales que depende de dosqieosa, by ¢

2ax+by+z= 3c
3x—2by-2cz=a ,
5ax—2y+cz=-4b

se pide:

a) Justificar razonadamente que para los valores de lompan@sa=0,b=-1y c= 2 el sistema es
incompatible (3 puntos)

b) Determinar razonadamente los valores de los paramegtbogc, para los que se verifica qugy,2)
= (1,2,3) es solucion del sistema.puntos)

¢) Justificar si la solucionx(y,2) = (1,2,3) del sistema del apartado b) es, 0 no, Unigauntos)

Resolucion

a) Cona=0, b=-1yc=2, el sistema queda asi:

-Y+z=06 -Y+z=06
X+2y-4z=0 ~ 3X+2y-4z=0
-2y+2z2=4 -y+z=2

Al simplificar la 3% ecuacidn, se observa que la 12 y la 32 soompatibles (serian planos paralelos sin
ningan punto en comun).

b) Sustituimos en el sistema inicialy,2) = (1,2,3) y ahora hemos de obtener los valorea,dey c.:

2a+2b+3=3c 2a+2b—-3c=-3
3-4b-6Cc=a = -a—4b-6c = -3
5a—-4+3c=-4b S5a+4b+3c =4
Resolvemos por Cramer:
2 2 -3
Al=| -1 -4 6| =-78
5 4 3
-3 2 -3
-3 4 -6
q- Aal _ 4 4 3 _ =18 _ 4
A —78 —-78
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2 -3 -3
-1 -3 -6
Y R o R - WY
A] —78 —78
2 2 -3
-1 -4 -3
oo Al _ > 4 4 _ =18 _ 4
A] —78 —78

Solo cuand@a=1,b=-1yc=1 se cumple quex(y,2) = (1,2,3) es solucion del sistema.

c) En el caso del apartado b) el sistema con incogntgs) es (tomamoa=1,b=-1yc=1):

2X-y+z=3
X+2y-2z=1
X-2y+z=4

Veamos si es 0 no un sistema de Cramer:

2 -1 1
Al=|3 2 2| =-7%0
5 -2 1

Entonces el sistema tiene solucion Unica, por el Teoremabdeh€-Frobenius. Ya que &)= 3 =
rg(A*) = 3= rg(A) = rg(A*) = 3=n° incognitas, siendd* la matriz ampliada.
SEP1Q PAl

Dado el sistema de ecuaciones lineales

ax+a’y+z=1
aXx+ay+z=1
a*Xx+ay+z=1

dondea es un parametro real, se pide:
a) Deducir, razonadamente, para qué valores e compatible determinad@.puntos)
b) Deducir, razonadamente, para qué valores €g compatible indeterminad@.puntos)

c) Resolver el sistema en todos los casos en que es compatibterminado¢3 puntos)

Resolucion

a) Por tratarse de un sistema cuadrado, es compatible dettmsi solo si es un sistema de Cramer,
es decir, tiene determinante no nulo.
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a o 1 0 a2-a O
Al=| a a 1 ~ a a 1| =-a@®-D(a-ad =
F1-Fp
a® a 1 a®  «a 1

=—<a?@’-1D(1-0% =-—a?(a+Da-1DA+a)(1l-0a)

a = 0 (sol. doble)
Al =0 = a = 1 (sol. doble)
a = —1 (sol. doble)

Por lo que los valores pedidos deson precisamente todos los demas, es decir, el sistema es
compatible determinado cuande- 0,0 =1y a + -1.

b) Como la 32 columna da coincide con la de términos independientes (todo unos)neas siempre
se cumple que ré) = rg(A*), siendoA* la matriz ampliada.

Por el teorema de Rouché el sistema es siempre compatilsles@lurcion valida siempre seria (0,0,1) ).
Asi pues como en el apartado a) se han dado los valores gesponden a sistema compatible
determinado, los demas corresponden a sistema compaitigterminado, que san=0,a=1ya =

-1

c) Casoa = 0. El sistema queda muy simple:

I
N

z
z
z

Entonces la solucion tiene 2 grados de libertad:
Solucioén:

{(x,y,2) = (1,B,1) : A, B son numeros reales cualesquigra
Casoa = 1. El sistema también queda muy simple:
X+y+z=1

X+y+z=1 = X+y+z=1

X+y+z=1

La solucién también tiene 2 grados de libertad.
Tomamosx=4,y=pydespejamog=1-x-y=1-1-f
Solucioén:

{x,y,2 = (4, B,1- A —B) : 1,8 son numeros reales cualesquiera

Casoo =-1. Como el anterior:
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X-y+z=1
X-y+z=1 = X-y+z= 1.
X-y+z=1

Tomamosx=4,y=pydespejamog=1+x+y=1+1+p
Solucioén:
{x,y,2 = (4, B,1+ A+ B) : A, son numeros reales cualesquiera

SEP1Q PB1

Dadas las matrices

X+2 4 3 y+1 4 3
A(X) = X+2 6 2 |, By = y+2 6 2 |,
x+3 8 2 y+3 8 1

se pide:
a) Obtener razonadamente el valorxdeara que el determinante de la maix) sea 64 puntos)
b) Calcular razonadamente el determinante de la maf(®) 2 (2 puntos)

c) Demostrar que la matr(y) no tiene matriz inversa para ningun valor realyde4 puntos)

Resolucién
a)
X+2 4 3 X+2 2 3 X+2 2 3
AX)|=| x+2 6 2| =2| x+2 3 2 — 2l 0 1 -1|=2x-6
X+3 8 2 x+3 4 2| F2—F1 1 2 -1
Fs—F1

Este determinante vale 6 cuando
2X-6=6=2x=12= x=6.
b) Como|A(X)| = 2x - 6, entonces
RAX)| = 23JA(X)| = 8+ (2x— 6) = 16x— 48

|2A(x) | = 23| A(¥) | porque por las propiedades de determinantes podemos aat@rdomun de los
elementos de una linea (fila o columna), asi que como tienerdion 3, sacamos factor comun de 2
tres veces.

c) Una matriz tiene inversa si y sélo si su determinante eittistie cero. Calculemos el valpB(y) | :
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y+1 4 3 y+1 4 3
By)|=|y+2 6 2 = 1 2-11] =0
y+3 8 1| F2—-Fu 2 4 -2
Fs—Fp

Ya que la 32fila es el doble de la segunda (son proporcionales

Asi B(y) no tiene inversa porque su determinante vale 0.

ANO 2009.

JUNO9, P1.1

Dadas las matrices cuadradas

360 18 48 12
A=| 03 2 |,.B= 0O 18 12 |,I=| 0 1 0 |, sepide:
0O 0 6 001

a) Justificar que la matriz A tiene inversa y obtener razonasfete la matriz inversA, incluyendo
en la respuesta todos los pasos que llevan a la obtenci@n'dé€1,1 puntos).

b) Calcular, razonadamente, el determinante de la ma#riz 3ncluyendo en la respuesta todos los
pasos realizados. (1,1 puntos).

c) Obtener razonadamente los valores regjgzque verifican la ecuacioxl + yA+ zA?> =B. (1,1
puntos).

Resolucion

a) La matrizA tiene inversa si y solo $A| + 0. Calculamos

360
AlI=|1 0 3 2| =9=0.
001
Vamos a obtener su inversa por la formula
AL = LAdiA)]!
AT IAIA)]
Calculamos primero AdR) :
3 3 0O
AdiA)=| 032 | =| -6 3 0
0 12 -6 9

Entonces
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3 -6 12 3 6 12
AdiA]'=| 0 3 -6 zA‘lzé 0 3 -6
9 00 9

b) Utilizando las propiedades de los determinad|ﬂé§l| = 33|A_1 | ya que sacamos factor comun en
cada una de las tres filas (o columnas)d& Y como

= . = = . -1 -1 :L:i
ABI=AlI-Bl =1=|Il=A-]A7] = A7 Al -9

= [3A™!| = 33AL| = 27.1/9 = 3.

c) Xl + yA+ zA2 = B. CalculemosA?:

360 360 9 36 12
A? = 0 32 . 0 3 2 = 0O 9 8
01 0 0 1
Entonces:
x 00 3y 6y O 9z 36z 12z
Xl+yA+zA =| 0 x O +| 0 3y 2y |[+| 0 92 8z =
0 0O x 0O 0 vy 0O 0 z
X+3y+9z 6y+ 36z 12z 18 48 12
= 0 X+3y+9z 2y+8z = 0 18 12
0 0 X+y+2z 0O O 6

Con lo que nos han quedado 6 ecuaciones que hemos de resolver:

( X+3y+9z=18 Por la(ec3) - z= 1. Sustituimos en lge2) -y =2
6y + 36z = 48 Y sustituyendo en léecl) - x = 3.
12z =12
) X+3y+9z=18 - Dado que estos valores ®gy,zcumplen el resto de
2y+8z=12 ecuaciones, son solucion de la ecuacién matricial.
\x+y+z=6 x=3;y=2;z=1
JUNO9, P1.2

Dado el sistema de ecuaciones lineales

(a+3)x—-4y-22=4
X—2y—(a+2)z=2
X+ (a—-3)y—-22=4
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se pide, razonando las respuestas:
a) Justificar que para el valer= 0 el sistema es incompatible. (1,1 puntos).

b) Determinar los valores del parametrpara los que el sistema es compatible y determinado. (1,1
puntos).

c) Resolver el sistema para el valor del parametpara el cual es compatible indeterminado. (1,1
puntos).

Resolucion

a) Paran = 0 el sistema queda

X—-4y-2z=4
X—2y—2z=2
2X-3y-2z=4
Calculemos rgf) y rg(A*) :
3 4 -2 q
rg(A) : Al=11 -2 -2 | =0. Como ‘ = —-2,»rg(A) = 2.
2 -3 -2
3 4 4
rg(A*) : Tomando las columnas 1,2y 4:1 -2 2 | = -2 - rg(A*) =3.
2 -3 4

Entonces, por el teorema de Rouché-Frobenius, cor) #g(g(A*), el sistema es incompatible.

b) Para estudiar rg(A), obtenemps| :

a+3 -4 -2
A| = 1 -2 —(a+2 =0 +20%°+0a =al(a?+20+1)
(a+2)
2 a-3 -2
=0
IA| = 0 cuandax(¢?+ 2a+ 1) =0 » 4 °
a = —1 (doble)

Aplicamos ahora el teorema de Rouché- Frobenius: Cuandma estos valores, iy es menor que 3
=n° de incognitas, por lo que el sistema ya no puede ser cdmgditerminado.

Cuandox #0ya = -1,rg(A) =3 - rg(A*) = 3, ya que es su rango maximo y tenemos:
rg(A) = rg(A*) = n° de incog= 3, — el sistema es compatible determinado.

c) El tnico caso que queda estudiares—1. Veamos si efectivamente es SCI:
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4 -2 4
A = 2 -1 2
4 -2 4

Podemos observar qie = F1 = 2F,, (las tres ecuaciones son proporcionales) por lo que ehséses
equivalente a la ecuacion-2y —z=2

La resolvemos. Como tengo tres incognitas, 2 de ellas padraar un valor cualquiera libremente.

Seaz= 1y seay = f3, dondel y S representan nimeros cualesquiera.

X—2y—-z2=2 > X=2-1=2 > X=2+20+1
Solucion {(2+ 26+ A,B,4) : 4,B € R}

SEPO09 P11

Dada la matriz

1 2 a-2
Ala) = 4 3 2
a a -6

a) Calcular, en funcion de, el determinante de la matr®«), escribiendo los calculos necesarios. (1,3
puntos).

b) Determinar, razonadamente, los niumeros reafesa los que el determinante de la matriz inversa
deA(a) es igual a 1/66. (2 puntos).

Resolucion
a)
1 2 -2
Al@)=]4 3 2 = —18+4a +4a(a —2) — 3a(a — 2) + 48— 20 = a? + 30
a o -6
b)
A-B = A+ Bl > JAl- A = I] = 1 A|A—1|:|T1|
Asi
A -1 = 1 = 1 = i
A = W] ~ a7+30 66
Resolvamos esta ecuacion aon
L 1 L 66-02+30 —a?=36 - a=16.

a2+30 66

SEPO09 P12

Dado el sistema de ecuaciones lineales
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X+y+2z=0
2X+3y+4z=0 ,
5+ 7y+az=0

se pide:

a) Deducir, razonadamente, para qué valores elesistema sélo admite la soluciéxy,? = (0,0,0).
(1,5 puntos).

b) Resolver, razonadamente, el sistema para el valarqie lo hace indeterminado. (1,8 puntos).
Resolucion
a) Dado que se trata de un sistema homogéneo, esto sucededd sega Compatible Determinado.

Calculemos rgf) :

111
Al=12 3 4| =a-9
57 a

EntonceqA| =0 siy sélo sia = 9.

Sia+9 - rg(A) =rg(A*) = 3=nCincognitas. (Al tratarse de un sistema homogéned*jg(
siempre coincide con rg\ ).

Por el teorema de Rouché-Frobenius, en el eas®, es un sistema Compatible Determinado.
Como §.y,2) = (0,0,0), siempre es solucién de un sistema homogeéneo, he thelmica.

b) Queda por estudiar el casc= 9.
Por el apartado anterior, &= 9 - |A| =0.

Probando con un menor de orden 2:

11

=1=+0. - rg(A) = rg(A*) = 2.
) 3 g(A) = rg(A*)

Por el teorema de Rouché-Frobenius, es un Sistema Congltildterminado. Lo resolveremos por
Gauss:

1110 1110 1110
2340 |~ 2340 & 0120
5790 00O00O 00O00O

Eliminamos la fila 3 porqu&;=2F,+F1, despué$, —(-2)-F1+F>

Dado que nos quedan 2 ecuaciones con 3 incognitas, tomaaiasdondel representa un namero
real cualquiera.

(e@) »y+2z=0 ->y=-21

(ecl) > x+y+z=0 >X-2L-1=0 - X = 3.
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Solucion: {(34,-24,4) : A € R}

ANO 2008

JUNOS, P1.1

Dado el sistema dependiente del parametro

oX+y+z=1
X+ay+z=1
X+y+az=1

se pide:

a) Determinar, razonadamente, los valorea gara los que el sistema es compatible determinado,
compatible indeterminado e incompatible.

b) Resolver el sistema cuando es compatible determinado.

c) Obtener, razonadamente, la solucion del sistema cuaadb

RESOLUCION:

a) Realizamos la discision del sistema aplicando el teoresrRaliché-Frobenius.

Calculemos el rango d&, matriz de coeficientes:

a 11
Al=|1a 1| =a*+2-a-a-a=0a>-3a+2.
11a

Resolvemo® — 3¢ + 2 = 0. Por Ruffini,

1 0-3 2
1 1 1 -2

1120 -a®-3a+2=-(@-D%a+2) =0
1 1 2

120

Soluciones: = 1 (doble);a = —2. Entonces cuando=1 oa =-2, rg(A) < 3.
Si a+ 1ya+-2-rg(A) =3=rg(A*)=3=n°incég= S.C.D.
Sia=1

)
>
*
|
N = S =
e
A
N

por lo que el rango dAy A* es 1, ya que las tres filas son iguales.
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rg(A*) =rg(A) =1<3=n°inc6g = SCI (con 2 grados de libertad, la interseccion es un plano)
Sia=-2

-2 1
—>a11:‘ =3#=0—>I’g(A)=2.
Calculemos el rango d&*

-2 1 1 1
A* = 1 -2 1

1 1 -21
1 11
2 1 1[=9+0=rg(A*) =3
1 21

Entonces, st =2 = rg(A) =2+ rg(A*) =3.=S.l.

b) Vamos a resolver el sistema para 1 y o + —2. Como en estos cas{)§| + 0, es un sistema de
Cramer y le podemos aplicar la regla correspondiente:

11
a 1
_— 1 _ _a’-20+1 _ (a—1)? __ 1
11 (a —1D?%(a+2) (a —D?%*(a+2) (a+2)
a 1
1«
1
1
y = . “1 _ e?-2a+1 _ (a—1)? _
1 1 (a —1D?%*(a+2) (a —1D?%*(a+2) (a+2)
a 1
1«
1
a
- ! __a’-20+1 _ (a—1)? __ 1
a1 1 (a—1D?%*(a+2) (a—1D?%*(a+2) (a+2)
a
1«
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1 1 1

Solucién Unic , ,
a+2'a+2" a+

2), siendoo + 1ya + —2.

Nota: Aunque en la solucién aparezca el parametro se trata de infinitas soluciones, sino que cada
valor dea produce un sistema de ecuaciones distinto, que tendra izesolucion.

c) Cuandax = 0, se trata de un sistema compatible determinado, ya guey a + —2.

La solucion de este sistema esta calculada en el apartadesjlya ser

1 1 1
o+2 a+2 a+?2

paraa = 0 quedaria(%,%,%).

JUNOS, P1.2

Seanl y A las matrices cuadradas siguientes:

1
| 0 A= 17 29 .
01 -10 -17

Se pide calcular, escribiendo explicitamente las openasioecesarias:
a) Las matriced\? y A3 .

b) Los nimeros realesy S para los que se verificd ¢ A)® = al + pA.
RESOLUCION:

a)

10 17 29 18 29
l+A= + =
(O 1> (1017) <1016>

La ecuacion queda
32 58 \_( a0\ [ 178 29
—20 -36 0« -108 -178 )
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Igualando los elementos de la misma posicion:

32=q+178
58 = 298
—20=-108
—36=a-178

De |a 2ay3aeq8:2 N (601) 32:0C+ 17-2—>a=—2
(ec4)—36=a— 172 > a=-2

Asipuesa=-2;=2

SEPO§ P11
. 1 -1 X .
Dada la matriA = > P y el vectorX = , Se pide obtener razonadamente:
y

a) El vectorX tal queAX=0X. (1,1 puntos).

b) Todos los vectoreX tales queAX = 3X. (1,1 puntos).
c) Todos los vectoreX tales queAX = 2X. (1,1 puntos).
RESOLUCION:

a) Se pide resolveAX=0:

1 -1 x \ _[ 0 N

2 4 y 4 LY
XY =0 Solucion:x = 0,y = 0. Portanto = | 0
X+2y=0 ’

b) Se pide resolveAX = 3X:
1 -1 X - X X—y = 3X
2 4 y y 2x + 4y = 3y
-2x-y=0 Py _A
- 2X+y = 0(SCl) - Solucion:y = 1,x = =2, Por tantoX = 2
2xX+y=0 2 A

c) Se pide resolveAX = 2X:

GO)G) )
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X—-v=0 -2
x=y - X+Yy = 0(SCl) - Solucion:y = 1,x = —A. Por tantoX =
2xX+2y=0 A

SEPO§ P12

Dado el sistema de ecuaciones lineales

X+y+z=a+3
X-y+z=a+1 ,
X+ay+2z=4

se pide:

a) Probar que es compatible para todo valo#dél,3 puntos).

b) Obtener razonadamente el vadgpara el que el sistema es indeterminado. (1 punto).

c) Resolver el sistema cuande- 0 , escribiendo los calculos necesarios para ello. (1 punto)
RESOLUCION:

a) Vamos a calcular rg{) y rg(A*). Primero, rg) :

1 1
Al=]2 -1 1| =«
3 a

Por tanto, por el teorema de Rouché-Frobeniug+s0, rg(A) = 3=rg(A*) =n°incdég. - S.C.D.

1
Sia=0,|A| =0, peroass = =30 -rgA)=2.

Estudiemos en este caso= 0) el rg(A*) :

1 1 13 11
A* = 2 -111 = 2-111
3 0 2 4 0 O

(Fs - Fs+(-1)F2+(-1)F3), Nota que si sumas las filas 1 y 2, obtienes la fila 3.
Entonces, por el teorema de Rouché-Frobeniug,*)gé 2 =rg(A) < 3=n°incdg. - S.C.l.
Resumiendo, si + 0, existe una Unica solucion y&i= 0, existen infinitas.

b) En el apartado a) hemos obtenido razonadamente gue 8j por el teorema de Rouché-Frobenius,
se trata de un Sistema Compatible Indeterminado.

¢) Cuandax = 0, resolveremos por el método de Gauss:

1 1 13 1 1 13 1113

A* = 2 -111 ~ 2 -111 ~ 3024
F3—F1—F2 F3+F1

3 0 2 4 0O 0 0O 00O0O
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(e®d) :z=4, (e02)3x+2/1=4_>x:4—_321

(ecl)4_—3,2)L+y+A=3 S A4-20+3y+31=9 oy=24

Solucién: {(4—321 5;311) A R}

Ao 2007.

JUNO7, P1.1

Dadas las matrices

X+2 4 6 y+5 7 12
B)=| 2x+3 3 6 |;Cy=| 2y+3 3 6
4X+4 2 6 y+4 2 6

a) Calcular el determinante de la matrB(8) y obtener el valor d& para que dicho determinante
valga 162.

b) Demostrar que la matri2(y) no tiene inversa para ningun valor realyde

RESOLUCION:
a)
3x+6 12 18
BB(X)|=| 6x+9 9 18 | = 16X
1%+12 6 18
Entonces

IBB(X)| = 162 < 16X = 162 < x = 1

b) La matrizC(y) tiene inversa si y s6lo éf'C(y)| + 0. Calculemos el determinante G¢y):

y+5 7 12
CW|=| 2y+3 3 6 =0
y+4 2 6

Valga lo que valgay' el determinante da 0. Por lo tanto, no existe la invers@@gpara ningun valor
dey.

JUNO7, P1.2

Dado el sistema de ecuaciones lineales

X+ay+z=9
X+5+z2=9.
ax+y+z=9
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Se pide:

a) Probar que es siempre compatible, obteniendo los valerepara los que es indeterminado.
b) Resolver el sistema anterior para: 7

RESOLUCION:

a) Si observamos la matriz ampliada, la columna de términbesgandientes es igual a la tercera
columna por 9C4 = 9-Cs), por lo que

rg(A) = rg(A)

Por el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es congatibl

Vamos a estudiar el rango de A segun los valoreg de

Al =

R W Bk
= o1 R

1
1| =a?-8a+7
1

Veamos cuando se anula:

-7
a?-8a+7=0 _){a
a=1

Entoncessik =7 ya+ 1-rg(A) =rg(A*) =3=n°de incégn. - SCD

Sia=7,0a=1entonces como el menoi; = =4+0

rg(A) = rg(A*) = 2 < n°incég - SClL

b) Como sabemos que es SCI, hemos de resolverlo por Gauss:

17109 1 7 1 9 17109 17109
1 A 0 -16 -2 -18 & 08109 &
19 0 -48 6 -54 08109
9-t

(Ec2) Tomamos =t ->8y+t=9 ﬁy:T

(Ec2)x+7-%+t=9 L 8X+63—T7t+8t =72 ax=%
Solucién: {(%,%,t) te [R}

SEPO7 P11

Dado el sistema de ecuaciones lineales
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6Xx+3y+2z=5
3X+4y+6z2=3
X+3y+2z2=a

se pide:

a) Justificar que para cualquier valor del parametrodaeall sistema tiene solucién Unica.
b) Hallar la solucion del sistema en funcion del parametro

c) Determinar el valor de para que la soluciorx(y, z) del sistema satisface+ y + z= 1.

RESOLUCION:

a)
6 3 2
[Al=1 3 4 6| =-50.
1 3 2
Entonces

rg(A) = rg(A*) = n°incog = 3
Por el teorema de Rouché-Frobenils, es un sistema congpaéitédrminado, es decir, tiene una Unica
solucion.

b) Podemos resolver el sistema por Cramer, ya|dtex 0.

5 3 2
3 46

- 1%32] 104-50 _5-a
50 50 5

6 5 2
3 36

y— La2| 30300 _ 3¢-3
50 50 5

6 35
3 4 3
1 3 ¢«

15¢-20 _ 4-—3a

Asi la solucién es

5-a 3¢-3 4—305).
5" 5 " 10 ’

C)X+y+z=1
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_)5—05+

= 30-3 ,4-30 _ 1  ,10-24+6a-6+4-30=10 —>a-=2

5 10

SEPO7 P12

6 4
Dadas las matrices = yX= X se pide:
-1 1 y

0 - .
a) Obtener razonadamente todos los valores pigra los que< 0 es la unica solucion de la

ecuacion matriciahX = aX
b) Resolver la ecuacién matriciaX = 2X
RESOLUCION:
a) AX=aX
- (A—al)X=0. -X=0

es solucion de la ecuacién dada. Para que sea la Unica hatuéngérse que el sistema sea
compatible determinado.

Por el teorema de Rouché-Frobénius, esto se cumple cuaf#de at) = 2.

6-a 4
-1 1-¢o

a=2

|A—a||=‘ =a?-T7a+10= 0, —>{
a=5

. . 0 L
Entonces, cuando+2ya + 5, rglA—al) =2y el sistema tiene A = ( 0 > como solucion unica.

b) AX=2X - (A—2))X=0.

Como el determinante de la matriz de coeficientes vale Odpbapartado (a)), no es un sistema de
Cramer y por tanto lo resolveremos por Gauss:

4 4 X 0 4x+4y =0
= - - X+y=0
-1 -1 y 0 —X-y=0
Tomandoy=14 —Xx=-1

Solucion {(-1,1) : 1 € R}

Ano 2006

JUNOG, P1A

Dado el sistema de ecuaciones
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X+2y—-3z2=a
2X+6y—-11z= 2
X—-2y+7z=1

se pide:
a) Determinar el valor de para que el sistema sea compatible.
b) Para este valat, calcular el conjunto de soluciones del sistema.

c) Explicar la posicion relativa de los tres planos defisigor cada una de las tres ecuaciones del
sistema, en funcion de los valoresde

RESOLUCION:

Vamos a aplicar el teorema de Rouché-Frobenius.

rg(A):
1 2 -3
12
Al=12 6 -11 | =0. 033 = > & =2 - rg(A) = 2
1 -2 7
rg(A*) (Por Gauss):
1 2 -3 «a 12 -3 «a
2 6 -11 2 |,~ 0 2 -52-2
1 -2 7 1 00 0 5-5a

Asi, si5-50=0 (a=1) - rg(A*) =2
Y por tanto, sie =1, rg(d) =rg(A*) =2<3=n°incég. - SCI.
Sia+1,rgA*)=3+rgA) =2 - Sl.

b) Tomandox = 1, el sistema queda asi:

X+2y-3z=1
2X+6y—-11z=2
X—2y+7z=1

Lo resolvemos por Gauss (las transformaciones de Gaussaaleshas ea)):

1 2 -3 1 12 -31
2 6 -11 2 |~ 02 -50
1 -2 7 1 00

Tomandaz =t - (280 2y-5t=0 - y= %

(1aec)x+2%—3t= 1 -  x=1-2
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Solucién :{(1—2t,%,t) te IR}

¢) Cuandox = 1, tenemos SCI, y la solucién depende de un parametro (1 dealiloertad) por lo que
los tres planos se cortan en una recta.

Cuandox # 1 tenemos Sl, por lo que no existe ningiin punto en comun dedsplanos.

Ademas, no hay 2 filas de la matriz de coeficientes propoedes, por lo que no hay 2 planos
paralelos.

Entonces los planos se cortan 2 a 2 en sendas rectas que tuggoen ningun punto en
comun.

JUNOG, P1B

Dadas las matrices

2 2 1 2 4 1
A= -1 -1-1 |, T= -1 -3 -1 |,
2 4 3 1 2 1

a) Probar que la matrig, tiene inversa 1, y calcular dicha matriz inversa.

b) Dada la ecuacién con matriz incognitaB+ T-1BT, calcular el determinante de B.
c) Obtener los elementos de la matriz B.

RESOLUCION:

a) Una matriz tiene inversa si y solo si su determinante egithstle 0.
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2 4 1

mM=]-1-3 -1| =-1.-3T11
1 2 1
t
-1 0 1 -1 -2 -1 1 2 1
T—1:|71|[Adj(T)]t:_—11 210 |=-14 0 1 1 |=| 0 -14
-1 1 -2 1 0 -2 -1 0 2
b) Despejandd:
TAT! =8B
Utilizaremos las siguientes propiedades de los deterrtesan
A-B|=|A- B Al = L
A-Bl=|Al-B] 'y AT A
BI = [TATY| = [T| - JA] - [T} = 1 Al - = JA|
Calculemos pues el determinanteAle
2 2 1
Al=]-1-1-1]| =2
2 4 3
EntoncedB| = 2.
c)
2 4 1 2 2 1 1 2 1
B=TAT!=| -1 -3 -1 [} -1-1-1 |:] 0 -1 -1 =
1 2 1 2 4 3 -1 0 2
2 4 1 1 2 1 100
=/ -1 -3 -1 0 -1 -1 =] 010
2 4 2 -1 0 2 00 2
SEPO6 P1A

Dado el sistema de ecuaciones con un parametrd eealcognitas,y,z:

A+2)x-y+z=0
33X+ (A+6)y-3z=0 , sepide :
5+ 5y+(A-2)z=0

a) Calcular para qué valores del sistema sélo admite la soluciéxy,? = (0,0,0)
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b) Para cada valor deque hace indeterminado el sistema, obtener todas sus@wdsci

c) Explicar la posicion relativa de los tres planos defisigor cada una de las ecuaciones del sistema
cuandol =-3.

RESOLUCION:
a) El sistema es homogéneo, luego siempre es compatibleggeaendra por solucion (0,0,0) )
Hemos de averiguar cuando sera SCD, y por lo tanto no tends&ohdciones.

Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius. rg(A):

A+2 -1 1
3 A+6 -3 | =2%+6A%2+91=21(A%2+61+9)
5 5 1-2

Lo igualamos a 0

A=0

A(A2+61+9) =0 -
A = -3 (doble)

Notar que rg(A) siempre es igual a rg(ya que la matriz A se amplia con una columna de ceros.
SiZ+0y A+-3,rg@®) =3=rg(A*) =n°incogn. - SCD : (0,0,0) es la tnica solucion.
SiZ =004=-3, entonces rg) =rg(A*) <3=n°incdég - SCI, infinitas soluciones.

b) Resolvemos el sistema para 0 :

2X-y+z=0
3X+6y-3z=0
S5X+5y—-2z2=0

Tenemos que resolverlo por Gauss ya que cwo: 0, no es un sistema de Cramer.

2 -1 10 2-1 10 2 -1 10
3 6 30 |~ 0 15 9 0 ~ 0 15 9 0
5 5 20 0 15 9 0 0O 0 0 O

Tomandoz=t

S (e@) 15y -92=0 y=2t _ 3

S (ecl) 2x—y+z=0 2x—%+t=o S 10X-3t+5t=0 —>5x+t=0 —>x=%t

- Solucién: {(%%t) ite [R}

Resolvemos ahora el sistema para—3 :
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—X-y+z=0
3X+3y-3z=0
5X+5y-5z2=0

Por Gauss, se eliminan directamente (ec2) y (ec3)

—X-y+ z=0, el sistema tiene 2 grados de libertad. Tomamesg y =V :
-X-v+t=0 - X=t-V
- Solucion: {t-v, v, t) : v,te R}

¢) Cuandol = -3, rg(A) = rg(A*) = 1, luego los tres planos son coincidentes.

SEPOG P1B

A es una matriz 3 x 3 tal que

2 1 0 1 0 2
A? = -1 0 -1 y A= -2 -1 0
-1 -1 2 2 2 -3

Se pide
a) Calcular el determinante de la matizy la matriz inversa dé?.

b) Calcular la matriz filaX = (x,y,2) que es solucién de la ecuacion matrici#l® = BA? , donde B es la
matriz filaB = (1,2,3).

c) Calcular la matriz inversa de A.

RESOLUCION:
a)
1 0 2
W =| 2 -1 0 | =-1.
2 2 -3
3 -4 2
(A3)‘l=|A—13|[Adj(A3)]t: A =| 6 7 4
2 2 1
b)
2 1 0 3 -4 -2
XA3=BA2—>X:BA2(A3)_12<1 2 3)- 1 0 -1 6 7 4 | =
1 -1 2 2 2 1
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-3 4 -2
-(324)- 6 74 |-(5862)
2 2 1
©)
Al = A2(A3) T = (AAATATIATL) =
2 1 0 -3 4 -2 0-10
=/ 10 -1 || 6 7 4 | =] 121
-1 -1 2 2 2 1 110
Afio 2005.
JUNOS5, P1A

Calcular los valoreg, ,X,,X3,X,,Y1,Y,Y3,Y, que satisfacen las siguientes ecuaciones:

2AX-3AY=B
, donde
AX-AY=C
X — X1 X2 Y= Y1 VY2 A= 2 -5 B- -18 0 C- -17 -30
X3 X4 Y3 VY4 -1 3 11 1 10 18
SOLUCION:
Reduciendo el sistema por reduccion se obtiene:
2AX-3AY =B 2AX-3AY =B
AX-AY=C S (D) o —2AX+2AY=-2C = AY=2C-B=Y=A'(2C-B)
-AY=B-2C
2AX-3AY =B 2AX-3AY =B
AX-AY=C o (=3) > —3AX+3AY=-3C = AX=3C-B= X=A%3C-B)
- AX =B-3C
Por lo que necesitamos calcuksr*:
2 -5 10 2:-F2+F1 2 -5 1 0 5.F2+F1
-1 3 0 1 F2 0 1 1 2 F1
6 10 1F 3 5
~ 2 ~ — A—l —
1 2 F1 12
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Asi:
XA1(3C8)<3 5) [3( 17 30)(18 o)]
12 10 18 11 1
(35 (-3-90)\ [-4-5
12 19 53 ) \ 5 16
YA1(2CB)<3 5) [2< 17 30)(18 o)]
12 10 18 11 1
(35 (-16-60)\ [ -3-5
12 9 35 ) \ 2 10
JUNOS, P1B

El sistema de ecuaciones lineales

X+ay+a’z=1
X+ay+az=a

X+ a’y+a’z= a?

depende del parameteo Discutir para qué valores dees incompatible, compatible determinado y
compatible indeterminado, y resolverlo en los casos caivipat

RESOLUCION:

Vamos a aplicar el teorema de Rouché-Frobenius:

Calculamos rg(A).

a | =a*-2a3+a?=a’(@®-2a+1).

ResolvemosA| =0

a? =0 - a = 0 (doble)
a?(@>-2a+1) =0~
a?-2a+1=0- a=1(doble)
Por tanto, cuanda+0ya + 1,
|JA| # 0 - rg(A) = 3 = rg(A*) = n°incog - SCD

Sia=0
0
A= 100 [A*= 00 - rg(A) = 1+rg(A*) =2 - Sl
0 00
Sia=1
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111 1111
A=l 111 [(A=] 1111 | -rgA=1=rg(A")=1- SC
111 1111

con 2 grados de libertad ya que n° incogriaén® incog- rg(A) = 2)
Ahora vamos a resolver el sistema en los casos compatibles.

Caso SCD¢ +0ya=+1). Por Gauss:

1 o a°| 1 1 «a o
1 o o |« ~ 0 O a—-a’| a-1
1 a2 a2 a? 0 a?2-a O a?-1
Asi, de las dos Ultimas ecuaciones obtenemos
a—1 1 a?-1 a+1
zZ= = = y= = .
a—a? a Y a’—a o

Sustituyendo en la primera ecuacion:

aa+1

- +ul%:1a%+a+1+a=1ﬂX=—m

X+

P a+l 1
Solucion :(-2a, 5=, 5)
Caso SCl ¢ =1). Las dos ultimas ecuaciones quedan todo ceyest (z=u)
X+y+zZ=1->Xx+t+u=1->x=1-t—-u

Solucién : {(1-t-u,t,u) :tueR}

SEPO5 P1A

Dadas las matrices

1 7 2
A= 2 |,B= 2 ,C = 0 ,D = 2 |\E= 5
-2 3

X

calcular razonadamente la matz= | y | que verifica la ecuacion

Z
(AB! + C)X = (A'D)E

dondeM! significa la matriz transpuesta de la maftviz
RESOLUCION:
CalculemosABt! + C)
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1 00O
wg+0)=| 2 |-(72-2)+ 010 |-
3 001
7 2 -2 00O 7 2 -2
= 14 4 4 + 010 = 14 5 4
21 6 -6 001 21 6 -5
Y ahora calculemosA(D)E
0 2 20
wo)E=| (123)+] 2 ||| 5 |=10] 5 | | 50
2 3 3 30
Tenemos que resolver
7 2 -2 X 20
14 5 -4 y | =| 50
21 6 -5 z 30
Asi
-1
7 2 -2 20
X = 14 5 4 > 50
21 6 -5 30
Calculamos esta matriz inversa por la regla de los detentesa
-1
21 .2 2
M‘lzm[Adj(M)]tz 14 5 -4 =l 2 1 o0
21 6 -5 3 0 1
1 2 2 _560
7 77 7 20 7
X=1 -2 1 o0 50 | = 10
3 0 1 30 -30

SEPO5 P1B

En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparadagatos que se fabrican poniendo, por
kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura

Alimento Migado: 600 g de carne, 300 de pescado y 100 g de keerdu

Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 grderee

Alimento Comecat; 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g dereer

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g dedoesd 60 g de verdura por kilo de
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alimento, ¢ qué porcentaje de cada uno de los compuesto®ergdiemos de mezclar para obtener la
proporcion deseada?

RESOLUCION:

Searx,y,z, los porcentajes (en tanto por uno) de cada uno de los cotoguEsnenticios (Migado,
Catomeal y Comecat respectivamente) que utilizaremos reetala.

La cantidad de carne obtenida sera:
(Porcentaje de Migada)600 g+ (Porcentaje de Catomeal300 g+ (Porcentaje de Comecat200 g.
Dicha cantidad de carne habra de ser igual a 470 g. Es decir:

600k + 300y + 20z = 470

De forma anéloga obtenemos las otras 2 ecuaciones, y ehsisgeeda:

60 + 300y + 20z = 470 6X+3y+2z=4.7
300x + 400y + 60z = 370 — 3X+4y+6z=3.7
10Qx + 300y + 200z = 160 Ix+3y+22=1.6

Este sistema, resuelto por Gauss o por Cramer, tiene pai&@oku= 0,62,y = 0,22,z=0,16.

Por lo que los porcentajes que se deben utilizar son: 62 %idedr@o Migado, 22% del alimento
Catomeal y 16% del alimento Comecat.
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