Capitulo 6

MATRICES Y DETERMINANTES

6.1. Introduccion

Las matrices y los determinantes son herramientas del dlgebra que facilitan el ordenamiento de
datos, asi como su manejo.

Los conceptos de matriz y todos los relacionados fueron desarrollados basicamente en el siglo XIX
por matematicos como los ingleses J.J. Sylvester y Arthur Cayley y el irlandés William Hamilton.

Las matrices se encuentran en aquellos dmbitos en los que se trabaja con datos regularmente
ordenados y aparecen en situaciones propias de las Ciencias Sociales , Econémicas y Bioldgicas.

6.2. Matrices. Definicion y primeros ejemplos

Una matriz es una tabla rectangular de nimeros reales dispuestos en filas y columnas del modo:

ailp a2 aiz ... Qlp \ «—
a1 azz2  G23 ... QA2n | — . .
A= Filas de la matriz A
—
Gml Am2 AAm3 ... amn -

Columnas de la matriz A

Abreviadamente se puede expresar A = (a;;). Cada elemento de la matriz lleva dos subindices. El
primero de ellos “i”, indica la fila en la que se encuentra el elemento, y el segundo, “j”, la columna.

Asi el elemento as3 estd en la fila 2 y columna 3. Las matrices siempre se representardan con letras
mayusculas.

Ejemplos: Son ejemplos de matrices los siguientes:

3.1 0

2 1 V6 —4 0 2 -4 0
A_<3 4) B_<1 2 1) e T V2
1 0 0

A tiene 2 filas y 2 columnas, diremos que su tamano es 2 x 2.;Qué elemento es as1?.

B tiene 2 filas y 3 columnas, diremos que su tamano es 2 x 3.; Qué elemento es bo3?.

C tiene 4 filas y 3 columnas, diremos que su tamano es 4 x 3.;Qué elemento es c457.

En general, si una matriz A tiene m filas y n columnas, diremos que su tamafio o dimensién es m
x 1 (se lee “m por n”), siempre en primer lugar el n? de filas y en segundo lugar el de columnas.
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Tipos de matrices

Se llama matriz nula a la que tiene todos los elementos cero.
0 00 0O
A= (0 0 00 0)

Se llama matriz fila a la que sélo tiene una fila, es decir su dimensién es 1x n.

Por ejemplo,

es una matriz nula de tamano 2x5.

Por ejemplo,
(1 0 —4 9

es una matriz fila de tamano 1 x 4.

Se llama matriz columna a la que sélo consta de una columna, es decir su dimension serd m x
1, como por ejemplo:
1
C= 0
—V38

es una matriz columna de tamano 3 x 1.
Una matriz es cuadrada cuando tiene el mismo nimero de filas que de columnas, es decir su

dimension es n x n. La matriz (% }) del primer ejemplo anterior es cuadrada de tamano 2 x 2 o
simplemente de orden 2.

Otro ejemplo de matriz cuadrada es:

1 2 3
D=6 5 4
-3 -4 0
de orden 3.
Dentro de las matrices cuadradas llamaremos diagonal principal a la formada por los elementos
ai1, @92, A33, - - -, Apn, Siendo la matriz:
aip @12 13 ... Qin
az1 Q22 G23 ... Q2p
A =
apl Anp2 Gp3 ... GQapp

En la matriz D del ejemplo anterior, su diagonal principal estarfa formada por 1, 5, 0.

Se llama traza de la matriz a la suma de los elementos de la diagonal. Es decir, Traza (A)=a1; +
asy + ass+ ...+ apy , y en el caso de D, Traza (D)= 14540 = 6.

La diagonal secundaria es la formada por los elementos a1y, @2 n—1, a3 n—2, - . ., Gn1.

En la matriz D estaria formada por 3, 5, -3.

Una clase especial de matrices cuadradas son las matrices triangulares.
Una matriz es triangular superior si todos los elementos por debajo de la diagonal principal son

nulos

y triangular inferior si son nulos todos los elementos situados por encima de dicha diagonal.

Son ejemplos de estas matrices:

1 0 0 O 1

1 4 3
0 -4 0 0 3
3 4 5 0 00 =

1 3 16 —78

Triangulaginferior
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Si una matriz es a la vez triangular superior e inferior, sélo tiene elementos en la diagonal principal.
Una matriz de este tipo se denomina matriz diagonal.
Un ejemplo de matriz diagonal seria:

1 0 00
0 =45 0 O
G = 0 0 30
0 0 00

Por tdltimo, si una matriz diagonal tiene en su diagonal principal sélo unos, se denomina matriz unidad
o identidad. Se suelen representar por I, , donde n es el orden o tamaifio de la matriz. Algunas matrices
identidad son:

1000

100
10 0100
I2_<01)I3 8(1)(1) L=1o 01 0
0001

6.4. Aplicaciones de las matrices

Las matrices se utilizan en el contexto de las ciencias como elementos que sirven para clasificar
valores numeéricos atendiendo a dos criterios o variables.

Ejemplo: Un importador de globos los importa de dos colores, naranja (N) y fresa (F). Todos
ellos se envasan en paquetes de 2, 5 y 10 unidades, que se venden al precio (en euros) indicado por la
tabla siguiente:

2 unid. | 5 unid. | 10 unid.
Color N 0’04 0’08 0’12
Color F 0’03 0’05 0’08

Sabiendo que en un ano se venden el siguiente nimero de paquetes:

Color N | Color F
2 unid. | 700000 | 50000
5 unid. | 600000 | 40000
10 unid. | 500000 | 500000

Resumir la informacién anterior en 2 matrices A y B, de tamano respectivo 2x3 y 3x2 que recojan las
ventas en un ano (A) y los precios (B).

Nos piden que organicemos la informacién anterior en dos matrices de tamano concreto. Si nos fijamos
en las tablas, es sencillo obtener las matrices:

2ud 5ud 10 ud

700000 600000 500000>N

a (50000

40000 500000

F

B:

N F
0’04 003\ 2ud

0’08 005 | 5 ud

0’12 008/ 10 ud

Estas matrices se denominan matrices de informacion, y simplemente recogen los datos numéricos del

problema en cuestion.

Otras matrices son las llamadas matrices de relaciéon, que indican si ciertos elementos estdn o no
relacionados entre si. En general, la existencia de relacion se expresa con un 1 en la matriz y la ausencia

de dicha relacion de expresa con un 0.
Estas matrices se utilizan cuando queremos trasladar la informacién dada por un grafo y expresarla

numéricamente.
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En Matemaéticas, un grafo es una coleccién cualquiera de puntos conectados por lineas.
Existen muchos tipos de grafos. Entre ellos, podemos destacar:
* Grafo simple: Es el grafo que no contiene ciclos, es decir, lineas que unan un punto consigo
mismo, ni lineas paralelas, es decir, lineas que conectan el mismo par de puntos.
* Grafo dirigido: Es el grafo que indica un sentido de recorrido de cada linea, mediante una flecha.
Estos tipos de grafo pueden verse en la figura:

Figura 6.1: Grafo, Grafo simple y Grafo dirigido.

Relacionadas con los grafos se pueden definir algunas matrices. Entre todas ellas, nosotros nos
fijaremos en la llamada matriz de adyacencia, que es aquella formada por ceros y unos exclusivamente,
de tal forma que:

*un 1 en el lugar (i,j) expresa la posibilidad de ir desde el punto de la fila i hasta el punto de la
columna j mediante una linea que los una directamente.

*un 0 en el lugar (i,j) expresa la imposibilidad de ir del primer punto al segundo mediante una
linea que los una directamente.

La matriz de adyacencia del grafo dirigido de la figura anterior sera:

A B C D
A/ 1 0 1
BI0O 0 1 0
cl{1 0 0 0
D\0O 0 0 O

Ejercicio
1) Escribe las correspondientes matrices de adyacencia de los grafos:

& - E
] bj%

2) Dibuja los grafos dirigidos que correspondan a las matrices de adyacencia:

A B C AA()lile
A/ 1 0
B|10 0 0 1
Bl1 0 1
c\o 0 0o cl{1 0 00
D\0O 1 10
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6.5. Operaciones con matrices

6.5.1. Suma y diferencia

Dadas dos matrices A y B podemos realizar su suma o diferencia de acuerdo a la siguiente regla.
Para sumar o restar dos matrices del mismo tamano, se suman o restan los elementos que se encuentren
en la misma posicién, resultando otra matriz de igual tamano.

Por ejemplo:
2 1.3y (20 4\_(0 1 -1
-4 2 1 3 25/ \-7 0 —4

2x3 2x3 2x3

Si las matrices tienen diferente tamano, no se pueden sumar o restar entre si.

Propiedades de la suma (y diferencia) de matrices:
a) Conmutativa: A + B=B + A
b) Asociativa: A + (B+ C) = (A +B) + C
¢) Elemento neutro: La matriz nula del tamafio correspondiente.
d) Elemento opuesto de A: La matriz -A, que resulta de cambiar de signo a los elementos de A.

Ejemplo:
Si
0 -1 0 1
A=1[-4 -2 = A= 4 2
3 -9 -3 9
3x2 3x2
porque:
0 -1 0 1 0 0
-4 2|14+ 4 2|=100
3 -9 -3 9 0 0
3x2 3x2 3x2
Ejercicios:

1. Las exportaciones, en millones de euros, de 3 paises A, B, C a otros tres X, Y, Z, en los anos
2000 y 2001 vienen dadas por las matrices:

XY Z XY Z

A/ 11 67 05 A/133 7 1
Asooo = B| 145 10 12 Asgor = B[ 15'7 1171 32
c\209 32 273 c\ 21 02 43

Calcula y expresa en forma de matriz el total de exportaciones para el conjunto de los dos afios.
i, Cudntos millones ha exportado el pais B al Z en total?

Calcula el incremento de las exportaciones del afio 2000 al 2001 con los datos del ejemplo anterior.

2. Calcula x, y, z en la suma:

z—y —1 2 y 0 =z -1 -1 3
1 y —zxz|+|—-2 2 3|=10 4 4
0 z 2 -2 3 =z -2 4 1

3. Calcula a, b, ¢ para que se cumpla la igualdad:
3—a b -2 n 2 a+b 4\ (-1 a 2
4 —c+1 6 l—c 2 0/ \2 0 6
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6.5.2. Producto por un nimero real

Dada una matriz cualquiera A y un nuimero real k, el producto k-A se realiza multiplicando todos
los elementos de A por k, resultando otra matriz de igual tamano. (Evidentemente la misma regla
sirve para dividir una matriz por un nimero real).

Por ejemplo:
s ( 2 1 3) _ (-10 -5 —15)
-4 21 20 =10 -5
2x3 2x3
Propiedades:
a) Distributiva respecto de la suma de matrices: k-(A + B) = k-A + k-B
b) Distributiva respecto de la suma de nimeros: (k + d)-A=k-A + d-A
c¢) Asociativa: k-(d-A)=(k-d)-A
d) Elemento neutro, el nimero 1: 1-A=A

Ejercicios:
. 11 -1 0 . . p
1. SiA= 0 1)7Y B = 0 2) halla una matriz X que verifique la ecuacién:
2-X—-4-A=B

2. Determina las matrices X y Y sabiendo que:

1 &2
8§ 1

2 4
—X—|—3Y—<3 0)

3X—5Y:<

6.5.3. Trasposicion de matrices

Dada una matriz cualquiera A, se llama matriz traspuesta de A, y se representa por A! a la matriz
que resulta de intercambiar las filas y las columnas de A.

2 1 0 7
Por ejemplo, si A = <_3 4 9 1), entonces la matriz traspuesta de A es:
2 -3
1 4
t _
- 0 2
7 1

Evidentemente, si A es una matriz de tamafio m x n, su traspuesta A’ tendra tamafio n x m, pues el
nimero de columnas pasa a ser el de filas y viceversa.
Si la matriz A es cuadrada, su traspuesta tendra el mismo tamano.

Propiedades:
a) (A")! = A, es decir, la traspuesta de la traspuesta es la matriz inicial.
b) (A+ B)! = At + B!
c) (k-Al =k At
En base a esta nueva operacion, podemos definir otras dos clases de matrices, que son:

Matriz simétrica, que es aquella para la que se cumple que A® = A, por ejemplo la matriz:

2 1 3
A=11 0 -2

3.2 V7).
2lectivitat.io

Colaborador: Javier Pérez Olano



es simétrica (compruébalo).
En una matriz simétrica, los elementos son simétricos respecto a la diagonal principal.

Ejercicio: jPuede ser simétrica una matriz que no sea cuadrada?;Por qué?.

Matriz antisimétrica, es aquella para la que se cumple que A" = —A.
Por ejemplo:
0 1 3
B=|-1 0 -2
-3 2 0

es antisimétrica (comprueba).
En una matriz antisimétrica, los elementos de la diagonal principal son siempre nulos (;por qué?),

y los restantes son opuestos respecto a dicha diagonal.

Ejercicios:

1 1 2

1 3 3
1. Dadas las matrices A= |1 4 3| yB=[2 0 —1] calcula3A’— B
1 3 4 -6 -1 0

2.  Obtener las matrices X e Y que verifiquen los sistemas:

1 5 2 1
o= (VD) [xer-(2 )

a) X—Y:<_31 2) ’ X—Y:<6 2) ) X+2Y:<1 2)

0 1
6.5.4. Producto de matrices

Hay que dejar claro ya desde el principio que no todas las matrices pueden multiplicarse. Dos
matrices se pueden multiplicar cuando se cumple la siguiente condicién:

“Para multiplicar dos matrices A y B, en este orden, A-B , es condicion indispensable que el nimero

de columnas de A sea igual al nimero de filas de B”
Si no se cumple esta condicién, el producto A-B no puede realizarse, de modo que esta es una

condicién que debemos comprobar previamente a la propia multiplicacion.

Una vez comprobado que el producto A-B se puede realizar, si A es una matriz m x n y B es una
matriz n x p (observemos que el n? de columnas de A = n = n? de filas de B), entonces el producto
A-B da como resultado una matriz C de tamano n x p del siguiente modo:

“El elemento que se encuentra en la fila i y la columna j de la matriz C=A-B, se obtiene multiplicando
los elementos de la fila i de A por la columna j de B y sumando los resultados”

Vedmoslo mediante un ejemplo:
Para multiplicar las matrices:

0 —4 1
32 1 4 1 -2 1
A:<2 5 3 —2> v B=1y 0 o
2x4 3 2 1

4x3

primero comprobamos que se puede realizar el producto A-B, pues el n® de columnas de A es 4 y el
n? de filas de B también es 4, y el resultado, segtin lo dicho serd una matriz de tamano 2 x 3, tiene 2
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filas y 3 columnas:

0 4 1
-3 2 1 4 1 -2 1) (4 00
(2 53-2) 2 0 2 _<DDD>
2x4 3 2 1 2x3
4x3

Sélo nos falta completar los elementos de la matriz producto. Para ello, seguimos la regla anterior:
El elemento de la fila 1 y columna 1 de A-B proviene de multiplicar elemento a elemento la fila 1
de A por la columna 1 de B y sumar, es decir:

(=3)-04+2-141-244-3=0+2+2+12=16

El elemento de la fila 1 y columna 2 de A-B proviene de multiplicar elemento a elemento la fila 1 de
A y la columna 2 de B y sumar:

(=3) - (=4)+2-(=2)+1-044-2=12—-4+0+8=16

El elemento de la fila 1 y columna 3 de A-B proviene de multiplicar elemento a elemento la fila 1 de
A y la columna 3 de B y sumar:

(=3)-1+2-14+1-2+4-1=-3+2+2+4=5
Asi sucesivamente se obtienen (comprueba):
16 16 5
5 —22 11
2x3
Ejercicios:

1. Para las matrices A y B anteriores, calcula B-A

\V)

Si A= (_12 _63)’ B= (;’ _15) , calcula si es posible A-B y B-A. jCoinciden?.

1 -1
3. LomismosiA=|0 —-2],B= 3.0 2 .
41 1 -1 5

4. Calcula todos los productos posibles entre las matrices:

1 2 3 1
A=11 1 1 B=|2 CZ(;ig)
0 2 -1 1
Ademis, calcula A% y A3.
5. Para las matrices
2 3 0 1 2
A:C1 _01 _23> B:(_O1 _32 g) C=|-514 =2 D=1
1 00 -3 3
calcula:

A+B/3A—-4B,A-B,A-D,B-C,C-D,A".-C,D'- A", B - A,D'-D,D- D!
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Propiedades del producto de matrices
a) Asociativa: A-(B-C) = (A-B)-C
b) Distributiva respecto de la suma:

A- (B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+C-A
¢) Elemento neutro, la matriz identidad correpondiente, si A es m x n:
A-I,=A
I,-A=A
d) En general el producto de matrices no es conmutativo
A-B#B-A

Pueden verse ejemplos en los ejercicios anteriores. Esta es una propiedad muy importante.
e) El producto de dos matrices no nulas A y B puede dar lugar a una matriz nula:

2 1 3 _ ; (0
0 2 1 —\0
2x3 —4 2x1
3x1

Se dice que el conjunto de las matrices con la operacién producto tiene divisores de cero, es decir, hay
matrices no nulas cuyo producto es nulo.

Ejercicios:

1. Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, json ciertas las propiedades siguientes,
que son ciertas para las operaciones con nimeros reales?:

a) (A+B)?=A%2+DB?+2-A-B
b) (A-B)?=A42+B>-2-A-B
¢) (A+B)-(A—B) = A? - B?

2. Determina los valores de a y b de la matriz A = <62L _bl) para que A% = A.

1 2
3. ;Qué matrices conmutan con la matriz <0 1) 7.

6.6. La matriz inversa

Sabemos ya multiplicar matrices y hemos visto algunas de las propiedades de esta operacién.

Recordemos, en primer lugar, que no siempre es posible efectiiar la multiplicacién de dos matrices,
y en segundo lugar, que aunque sea posible hacer esta multiplicacién, en general no es conmutativo,
es decir A-B es distinto de B-A.

En el caso particular de que tratemos con matrices cuadradas del mismo orden A y B, es claro que
podemos efectuar los productos A-B y B-A, que dardan como resultado otra matriz del mismo orden,
aunque, como ya se ha dicho, las matrices resultantes seran, en general, distintas.

Sabemos también que el elemento neutro del producto de matrices es la matriz identidad I,,.

Por analogia con el caso de los niimeros reales, podemos plantearnos la siguiente cuestiéon:
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Si tenemos un nuimero real, por ejemplo el 2, podemos interesarnos en buscar el inverso del 2 para
el producto, es decir un ntimero real x tal que 2-x = 1, el producto de 2 por x sea igual al elemento
neutro, el 1.

Evidentemente, en el caso de los niimeros reales es bien facil despejar x para obtener, en nuestro

caso, que r = 3 es decir, el inverso de un ntmero real es otro niimero que multiplicado por él da el

elemento neutro, el 1.
Todo ntimero real, salvo el 0, tiene inverso.

Trasladando esto a las matrices, nos podemos plantear si dada una matriz cuadrada A de orden n,
cualquiera, existe su inversa X para el producto de matrices,tal que

A-X =1,

es decir, el producto de A por su inversa produce el elemento neutro matricial, la matriz identidad I,,.
Sin embargo, hay algunas diferencias con respecto al caso de los niimeros reales:

1) No podemos “despejar” la matriz X del modo X = Zn’ porque no hemos definido la divisién de
matrices.

2) No todas las matrices cuadradas no nulas tienen matriz “inversa” (sea lo que sea, por analogia
con los nimeros).

Definamos, en primer lugar, el término de matriz inversa:

Dada una matriz cuadrada de orden n , A, se dice que A es invertible (o que posee inversa o que es
no singular o que es regular ), si existe otra matriz del mismo orden, denominada matriz inversa de A
y representada por A~! y tal que:

A-ATr =1,

Al A=,

Si A no tiene inversa, se dice que es singular o no invertible.
Si una matriz tiene inversa, dicha matriz inversa es tnica (sélo hay una). Para calcular dicha matriz
inversa, podemos utilizar dos vias:

6.6.1. Método directo:

Consiste en determinar A~! planteando un sistema de ecuaciones, es decir, si por ejemplo queremos
) )

1 2 -
) , lo que estoy buscando es otra matriz de igual tamafio

determinar la inversa de la matriz A = < 11

(orden 2) tal que A- A~ =TI,y A~' - A = I, es decir, si A= = (m y), se tiene que cumplir que :

/e
-1 1 2 z y\ _ (10 r+2z y+2t\ (1 0
AA_I2:><—11 zt_01:>—m+z—y+t_01
r+2z=1
y+2t=0
—r+2z=0
—y+it=1

Es decir, hemos de resolver un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas, aunque en realidad son 2
sistemas de dos ingénitas cada uno (uno con x y z y otro con y y t).
Resolviendo el sistema se obtiene que

1 -2 1 1
rT=—-,y=—,2=—

~ 3/ 2=30=3
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por lo que la matriz inversa es:

o

e )16

Se puede comprobar que también se cumple que A~ - A = I, luego A es invertible, tiene inversa. Si
el sistema no tiene solucion, la matriz no tiene inversa.

11
Por ejemplo, en el caso en que A = (2 2), del mismo modo :

_ 11 Ty 1 0 T2 y+t 10
A- AL = . = —
A I2:><2 2) (z t) (0 1>:><2x+22 2y—|—2t) (0 1)

r+z=1
y+t=0
20+ 22=0
20+2t =1

Y por ejemplo de 2x+2z=0 se obtiene x = -z, si se sustituye en la primera ecuacién es -z+z=1, es
decir 0 = 1 (imposible). El sistema no tiene solucién.

Por tanto A no es invertible, es singular.

Este método directo sélo se suele utilizar para matrices cuadradas de tamano 2, puesto que para

las de tamano 3 obtenemos un sistemas de |9 ecuaciones con 9 incégnitas! que realmente es dificil de
resolver.

6.6.2. Método de Gauss-Jordan:

Consiste en hacer transformaciones elementales en las filas de la matriz para llegar a obtener la
matriz identidad. Realizando estas mismas transformaciones con la matriz identidad llegamos a la
matriz A7

Se llama transformacion elemental en una matriz a:

T1) Multiplicar o dividir una fila por un nimero real distinto de cero.

T2) Sumar o restar a una fila otra multiplicada por un nimero real no nulo.

T3) Intercambiar el lugar de dos filas entre si.

1 2
Veamos como se realiza el método de Gauss-Jordan, realizandolo a la vez con la matriz | 1 1).

i) Consideramos la matriz formada por A y la matriz identidad correspondiente . En nuestro caso:

= (2 3o %)

ii) Se hace la matriz triangular superior (es decir, hacemos ceros por debajo de la diagonal principal)
usando transformaciones elementales en filas.

La mejor forma de realizar esto es hacer cero los elementos por debajo de la diagonal en la primera
columna usando la fila 1. Luego, hacer cero los elementos por debajo de la diagonal en la segunda
columna usando la fila 2, y asf sucesivamente.

En nuestro caso, basta sumar la fila 2 con la fila 1, y se obtiene:

(1 211 0\ m+rm (1 2|1 O
(A‘IZ)_<—1 1‘0 1) (0 3‘1 1)

iii) Una vez hecha la matriz triangular superior, se hace la matriz triangular inferior, haciendo
ceros a los elementos por encima de la diagonal. El proceso es parecido al anterior:
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Hacer cero los elementos por encima de la diagonal en la tltima columna usando la tltima fila. Lue-

go, hacer cero los elementos por encima de la diagonal en la peniltima columna usando la penimtima
fila, y asi sucesivamente. En nuestro caso:

1 2|1 0\ s3m-2pm (3 0|1 -2
_—
0 3|1 1 0 3|1 1

iv) Ya tenemos una matriz diagonal. Lo unico que falta es dividir a cada fila entre el ntmero
adecuado para obtener unos en la diagonal principal, es decir, para obtener la matriz identidad en la

parte izquierda:
3 0|1 -2\ % 10%—?2
e
0 3|1 1 O 1z 35

v) Una vez se tiene la matriz identidad en la parte de la izquierda, la parte derecha es la matriz inversa,
1 0'

es decir, llegamos a:
=2 1 =2 1 (1 -2
1y _ -1 _ _ .
war= 31 ) =4=( =50 )

matriz que habfamos obtenido antes por el método directo.

Si al realizar el método de Gauss-Jordan en algin momento alguna fila es de ceros, la matriz no
tiene inversa.

Cuanto mayor sea el orden de la matriz, mejor es este método frente al directo.
Veamos otro ejemplo:

Wl

1 10
Calcular la inversa de la matriz B= | —1 1 2| por el método de Gauss-Jordan.
0 1

1
Siguiendo los pasos anteriores:

1 1 0/1 00

1 10[1 00 1 1 01 00
BlI)=|-1 1201 0] 2 (o221 1025 (0o 2 201 10
1 0 1/0 0 1 10 1/0 0 1 0 -1 1/-1 0 1
1101 00 1101 0 0
AR g 2 201 1 o) 2225, (0 4 0 3 1 —2| XA
00 4 -1 1 2 00 4 -1 1 2
wrm (A OO0 =1 2\ mpE (100 7 F i
——2 10 4 0] 3 —2| 22101 0 3 I Z2|=B"Y
0 0 4/ -1 2 0013 § 2
R
2
—re (49
a1 1
4 4 2

También se puede expresar, sacando factor comuin:

1 1 -1 2
Bl = vl
-1 2
es la inversa de B.
11
Si calculamos por este método la inversa de A = (2 2) resulta:

(1 1|1 0\ m—2rm (1 1/ 1 O
(A‘I2)_<2 2‘0 1>—><0 0‘ —2 1)

Como aparece una fila de ceros, la matriz A no tiene inversa.

Ejercicios:
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1. Calcular por el método de Gauss-Jordan la inversa de las matrices:

1 2 -3 -2 1 4
A=13 2 —4 B=10 1 2
2 -1 0 1 0 -1
3 0 0
2. Dada la matriz diagonal D = [0 —2 0| calcula su inversa. ;Cémo calcularias de forma
0 0 5

rapida la inversa de una matriz diagonal cualquiera?.

6.7. Rango de una matriz

Un concepto muy importante relacionado con las matrices es el de rango. El concepto de ran-
go se encuentra ligado al de “independencia lineal” de filas o columnas de una matriz, pero no se
introducird de esta manera porque se requieren conceptos que no ConOCemos.

Baste saber que se define el rango de una matriz como el nimero maximo de filas o columnas
linealmente independientes.

Sin embargo, el cdlculo del rango de una matriz lo abordaremos desde otra perspectiva, utilizando
el método de Gauss.

Supongamos que tenemos una matriz cualquiera A a la que aplicamos el método de Gauss con el
fin de simplificarla lo més posible (es decir, consiguiendo que tenga el mayor nimero de ceros posible),
realizando operaciones elementales en filas.

Llamaremos rango de la matriz A y lo representaremos por Rg(A) al nimero de filas no nulas de
la matriz tras aplicarle el método de Gauss.

Ejemplo: Calcular el rango de las siguientes matrices:

1

11 0 3
1=Ga) 2=() -2

0

1
L)oo (24 )
1 -2

L 1) R <1 1), Rg(A)=1 ,sélo una fila distinta de cero.

(2 2 00

0 3 <:>F1 1 1 I

<1 1) <0 3>,Rg(B)_2 hay 2 filas no nulas.
1 110 L1 o 1 .,
1 B=2h g o | B g o1 1 ) B2 [y 11

Rg(C)=2 hay 2 filas no nulas.

d) <_21 _42 _63) 2hth, <g é g), Rg(D)=1, sélo una fila no nula.

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que el rango de cualquier matriz siempre es menor o
igual que el numero de filas de la matriz.

De hecho se verifica que el rango de cualquier matriz siempre es menor o igual que su nimero de
filas y de columnas, pues el proceso para hacer el método de Gauss se puede hacer indistintamente
mediante operaciones elementales en filas o en columnas.

Esto permite, antes de calcular el rango de una matriz, saber entre qué valores va a estar ese rango.

Por ejemplo, en el caso c) del ejemplo, como la matriz es 3x3 , el rango s6lo puede ser 0, 1, 2 6 3,
no hay otras posibilidades.

En el caso del apartado d), como la matriz es 2 x 3, el rango sélo puede ser 0,1 6 2. (De hecho,
podemos reducir esto algo mds , pues una matriz sélo tiene rango cero si es la matriz nula).Resumiendo:
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Propiedad: Si A es una matriz de tamafio m x n no nula se cumple que:
1 < Rg(A) < min{m,n}

Ejemplo: Calcular en funcién de k el rango de la matriz:
11 2
a=( 5 )
A 1 1 2\ Bn-3r (1 1 2
3 3 k 0 0 k-6

Ahora es evidente que si k-6=0, la tultima fila es nula. Por tanto, si k=6, la dltima fila es nula y el
rango de A es 1, Rg(A)=1, mientras que si k-6 es distinto de cero, es decir si k es distinto de 6, hay 2
filas no nulas y el rango de A es 2, Rg(A)=2. Resumiendo:

Aplicando Gauss,

Si k # 6, entonces Rg(A)=2
Si k=6, entonces Rg(A)=1

La siguiente propiedad permite relacionar el concepto de rango con el de matriz inversa visto
anteriormente:

Propiedad:
Una matriz cuadrada A tiene inversa <= Rg(A) es maximo.

Ejercicios:
1 -2 1
1. Calcula el rango de A segtin los valores de k: A= |1 1 3 |.;Para qué valores de k tiene A
5 -1 k
inversa?.
2. Calcula el rango de las matrices:
0 2 1
P
0 4 2
g _01 1 (1) 2 1 5 -1 8
C= 9 1 1 1 D=|-1 2 3 4 5
0 0 0 1 1 3 10 11 13

6.8. Determinantes

Introduciremos a continuacién el concepto de determinante asociado a una matriz cuadrada. Este

concepto permite simplificar operaciones matriciales tales como el cédlculo del rango o de la matriz
inversa.

Definicidn:
Si es una matriz 2 x 2 se define el determinante de la matriz A, y se expresa como det(A) o bien

|Al, como el nimero:

aip a2

det(4) = |4] = |71 12

= a11 - a22 — Q12 - G421

Ejemplos: El cdlculo de los determinantes de orden 2 es bien sencillo, por ejemplo:
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1 3
-1 4
-3
5

‘ =1-4-(-1)-3=4+3=T.

‘ =-10+6=-4.

Para definir determinantes de matrices de orden mayor que 2
algunos conceptos.

es necesario introducir previamente

Dada una matriz cuadrada A de orden n, definimos el menor complementario de un elemento de
Aa;j , como el determinante de la matriz que se obtiene al suprimir la fila i y la columna j en la que

se encuentra dicho elemento a;;. Se representa por M;;.

-2 4 5
Ejemplo: En la matriz A = 6 7 -3
3 0 2
elementos de la primera fila son:
Menor complementario de -2: M1 = 'g _23' =14-0=14.
. 6 —3
Menor complementario de 4:Mi5 = 3 9 =12+9=21.
. 6 7
Menor complementario de 5: M3 = 3 0 =0-21=-21.

Y asi sucesivamente.

, los menores complementarios de cada uno de los

Ejercicio: Obtener los restantes menores complementarios de los elementos de la matriz A.

Estrechamente ligado al concepto de menor complementario se encuentra el de adjunto de una matriz.
Dada una matriz cuadrada A de orden n, definimos el adjunto de un elemento a;; de A como el

numero: -
Az‘j — (_1)Z+J Mz

es decir, no es més que el menor complementario correspondiente acompanado de un signo mas o
menos dependiendo de la fila y la columna en la que se encuentre el elemento en cuestion.
Por ejemplo, para la matriz anterior, los adjuntos de los elementos de la primera fila son:
Adjunto de -2: 411 = (—1)1+1 - Myp =114 = 14 (coincide con el menor complementario)
Adjunto de 4:A15 = (—1)*2. My = (—1)-21 = —21 (menor complementario con signo cambiado)
Adjunto de 5: 413 = (—=1)'*3. M3 =1 —21 = —21 (coincide con el menor complementario).

Ejercicio: Obtener los restantes adjuntos de los elementos de la matriz A.

En general puede saberse si el signo del menor complementario y

del adjunto coinciden o no utilizando

una sencilla regla gréfica, por ejemplo, para matrices 3 x 3 y 4 x 4 basta fijarse en las matrices:

+

+

+

+

+

+

+

+

donde el + significa que el adjunto coincide con el menor complementario y el - indica que tienen signo

contrario.

Una vez vistos estos conceptos se puede definir ya:

Definicion: Dada una matriz cuadrada A de tamano n se define su determinante como la suma
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del producto de los elementos de una linea cualquiera de la matriz (fila o columna) elegida, por sus
correpondientes adjuntos.

Se puede demostrar, aunque dicha demostracion excede los contenidos del curso, que el valor del
determinante no depende de la fila o columna elegida para calcularlo.

-2 4 5
Ejemplo: ParalamatrizA= | 6 7 —3| ,aplicando la definicién, si elegimos la fila tercera queda:
3 0 2
4 5 -2 5 -2 4
sty =t feo ([ 5 ea [ -

—3.(=12-35)4+0-(—(6 —30)) +2- (=14 — 24) = =141+ 0 — 76 = —217

Si hubiésemos elegido otra fila o columna, por ejemplo la columna 2, quedaria:

i =4 (- )5 o (3 5) -
=4-(—(1249))+7-(—4—15)+0- (—(6 —30)) = —84 — 133+ 0 = —217

Ejercicio: Calcula, desarrollando por la fila que tu elijas los determinantes de las matrices:

1 8 1 3 4 —6 7T 8 0 0 3 1
1 7 0 2 -1 1 0 -7 3 -2 0 2
1 6 -1 5 3 =5 1 0 1 3 40
1 110 1 2 3 4 10 -1 2
1101 21 31 2 3 2 =2
1 011 31 4 3 2 4 2 1
0111 3 4 1 2 31 5 =3

6.9. La regla de Sarrus

La definicién de determinante es bastante engorrosa y se hace mucho més pesada a medida que
aumenta el orden de la matriz A.
En el caso de las matrices cuadradas de orden 3, esta regla facilita el cdlculo de dichos determi-
nantes.
ail aiz2 Q13
Si la matriz es A = | a1 ags as3 |, entonces el determinante de A se calcula mediante la resta
azy azz2 as3
de dos expresiones obtenidas del siguiente modo:
Llamaremos sumandos positivos a los obtenidos al multiplicar:
- Los elementos de la diagonal principal,a;; - a22 - ass.
- Los elementos de la linea paralela superior a la diagonal principal por el elemento aislado de la
esquina inferior izquierda:aqs - as3 - asi.
- Los elementos de la linea paralela inferior a la diagonal principal por el elemento aislado de la
esquina superior derecha:asy - ass - ai3.

2lectivitat.io

Colaborador: Javier Pérez Olano



Gréficamente:

Figura 6.2: Sumandos positivos

Llamaremos sumandos negativos a los obtenidos al multiplicar:

- Los elementos de la diagonal secundaria,as - aso - as;.

- Los elementos de la linea paralela superior a la diagonal secundaria por el elemento aislado de la
esquina inferior derecha: aqs - a9 - ags.

- Los elementos de la linea paralela inferior a la diagonal secundaria por el elemento aislado de la
esquina superior izquierda: ass - ass - ai1.

Gréaficamente:

Figura 6.3: Sumandos negativos

Y entonces det (A)= Sumandos positivos - Sumandos negativos.
Por ejemplo, en el caso de la matriz anterior:

-2 4 5
A=16 7 -3
3 0 2

, se tiene que aplicando la regla de Sarrus:
det(A)=(-2)-7-2+4-3-(-3)+6-5-0-(3-7-540-(-2)-(-3) +6-4-2)=-28-36-105-48=-217.

Ejercicio: Comprobar, mediante la regla de Sarrus, los determinantes de orden 3 obtenidos en el
ejercicio anterior.

6.10. Propiedades de los determinantes

Algunas propiedades importantes que tienen los determinantes, y que se enuncian sin demostracion,
son:
1. Si una matriz tiene una linea (fila o columna) de ceros, el determinante vale cero.

Esta propiedad es evidente, puesto que por definicién de determinante, basta elegir dicha linea
para desarrollar y el determinante serd 0.
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2. Si una matriz tiene dos filas iguales o proporcionales, su determinante es nulo.

3. Si permutamos dos lineas paralelas de una matriz cuadrada, su determinante cambia de signo,
por ejemplo:

0 1 2 -3 01 2 -3
1 3 2 —5 1 3 2 -5
9 4 3 1|7 N3 o g 1|= N
3 2 -8 1 2 4 3 1

4. Si multiplicamos todos los elementos de una linea de un determinante por un ntimero, el deter-
minante queda multiplicado por ese niimero. Por ejemplo:

0 1 2 -3 0 1 2 -3
1 3 2 —5 2 6 4 -—10
9 4 3 1|7 N=1y 4 3 1|18
3 9 -8 1 3 9 —8 1

0 2 4 -6

4 —10
pero4 3 6 9 =16-91 = 1456
6 -4 —16 2

5. Si a una linea de una matriz se le suma otra linea multiplicada por un niimero, el determinante
no cambia.

Esta propiedad permite utilizar un método més sencillo para calcular determinantes de orden
mayor que 3.

6. El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta,
t
|A] = [A7]

7. Si A tiene matriz inversa, A~!, se verifica que:

1

ol det(A)

Una estrategia a tener en cuenta en este caso de determinantes de orden 4 o superior, o incluso de
orden 3 si la matriz es compleja, es el método de “hacer ceros”, puesto que el valor del determinante
no varia al realizar a la matriz ciertas transformaciones elementales en filas,como indica la propiedad
5 anterior, si bien hemos de ser cuidadosos al aplicar dicha propiedad.

Asi pues la mejor forma de calcular un determinante es hacer ceros en una fila o columna y
desarrollar por dicha fila o columna, porque entonces solo tendremos que calcular un adjunto. Por
ejemplo, si calculamos:

0 1 2 -3 0 1 2 -3 0 1 2 -3
1 3 2 S|m—2r(l 3 2 S| R-3rm(l 3 2 =5
2 4 3 1 0 =2 -1 11 0 -2 -1 11
3 -2 -8 1 3 -2 -8 1 0 —11 -—-14 16
Desarrollando por la columna 1
1 2 -3
=1-1—-|1-2 -1 11|] =
—11 —-14 16

= —(—16 — 242 — 84 — (—33 — 154 — 64)) =91
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Como hemos dicho, hemos de tener especial cuidado al aplicar esta regla con determinantes, puesto
que no podemos hacer las mismas operaciones que con las matrices, lo que puede confundir.
Por ejemplo, si queremos calcular el determinante:

1
C=10
4

—_ =N
ot N W

mediante la regla de Sarrus es:

det(C)=5+16+40-(12+2+0)=21-14=T7.

Si hiciésemos ceros en la primera columna, y desarrolldsemos nos deberia dar lo mismo. Ahora
bien,podemos hacer cero el 4 de la primera columna mediante:

1 2 3 1 2 3

01 22" 1 2 :‘17 27‘:—7+14:7.

415 0o -7 -7 " =
lo que es correcto. Sin embargo, si queremos hacer cero el 1 de la primera columna seria un error
hacer:

1 2 3 07 7

01 2[*2Z% 0 1 2 :4-'I ;':4-(14—7):28.

4 1 5 4 1 5

no obtenemos lo mismo, porque hemos multiplicado la fila sustituida por un nimero y eso altera el
valor del determinante. Luego la fila a sustituir conviene no multiplicarla, como en el primer ejemplo,
puesto que si no nos damos cuenta, podemos variar el valor del determinante.

6.11. Relacion entre la inversa y los determinantes

Hay una estrecha relacién entre la inversa de una matriz cuadrada y su determinante. De hecho se
verifica que:

Propiedad: Una matriz cuadrada A tiene inversa <= |A| # 0.
Ademss, en este caso, la matriz inversa de A, A~! se calcula de la manera:

(Adj(A)'

ATl
|A|

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A, es decir, aquella que se obtiene de sustituir cada elemento
de A por su adjunto.

1 0 -1
Ejemplo: Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A= | 0 1 -3
-1 1 0
1 0 -1
En primer lugar,|A|]=]0 1 —-3/=04+0+0—-(1—3+0)=2y por tanto A tiene inversa.
-1 1 0
Calculando Adj(A), se obtiene:
1 -3 0 -3 0 1
1 0 -1 0 -1 1
3 3 1
Adj(A) = o -1 1 -1 |1 0{ 5
1 0 -1 0 -1 1 1 3 1
0 -1 1 -1 1 0
{1 —3{ ~J0 —J 0 l

3 1
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Por tanto,

3 -1 1
(Adj(A)) = (3 -1
1 -1 1
Y entonces, se obtiene:
3 =1 1
1_ (3 A 3
A7 =13 7 3
I 211
2 2 2

Ejercicio: Calcular la inversa anterior por el método de Gauss.

6.12. Aplicacion de los determinantes al calculo del rango

Los determinantes también proporcionan una forma sencilla de calcular el rango de una matriz
cualquiera.

Un definicién alternativa de rango de una matriz es:

El Rango de una matriz A es el tamano del mayor menor complementario no nulo que esté incluido
dentro de la matriz.

Aplicando este criterio, calculemos el rango de las matrices siguientes:

1 1 0
11 0 3 2 4 6
A= ( ) B= ( ) c=(2 1 1] b= ( )
2 2 11 1 1 —o -1 -2 =3
a) Sélo hay un menor de orden 2, que es:

11
2 2

o

Como es nulo, el rango de la matriz NO es 2. Menores de orden 1 hay 4, por ejemplo |1| = 1, que es
no nulo,luego el rango de la matriz es Rg(A)=1 (el tamano de dicho menor complementario).
b) Sélo hay un menor de orden 2, que es:

0 3

Il 1' =0-3=-3

Como no es nulo, el rango de la matriz es Rg(B)=2 (el tamano de dicho menor complementario).
¢) Sélo hay un menor de orden 3, que es:

1 1]|=-2-140-(0+1-4)=-3+3=0

Como es nulo, podemos asegurar que el rango NO es 3.
Menores de orden 2 hay 9. Calculando alguno:

10
i
resulta que es no nulo, luego el rango es Rg(C)=2 (el tamano de dicho menor complementario).
d) El menor més grande que podemos formar es de orden 2. Hay 3 de ellos:
R

2 6
2 4o |30

S = —12412=0

4 6
ceremo |4 0]
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Son todos nulos, luego el rango NO es 2. Menores de orden 1 hay 6, y por ejemplo |6| = 6 # 0, es no

nulo, luego el rango es Rg(D)=1.

Ejercicio Calcula,utilizando los determinantes, el rango de las matrices:

Colaborador: Javier Pérez Olano

S N O N

o

=1l

S = O

0 2 1
R

0 4 2
1 é 2 1 5 -1
11 D=|-1 2 3 4
0 1 1 3 10 11
-Selectivitat.io

8
5
13



