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Pautes de correccié Matematiques

SERIE 2

Avalueu cada pregunta en punts i mitjos punts, perd no en altres decimals. Ara bé,
dins de cada pregunta podeu utilitzar qualsevol decimal i després arrodonir la suma
total. Podeu matisar la nota de cada pregunta amb signes + i —, de manera que es
compensin els matisos entre totes les preguntes.

Aquestes pautes no preveuen tots els casos que en la practica es poden presentar.
Tampoc no pretenen donar totes les possibles solucions a un problema ni tan sols
la millor.

Hi haura molts casos concrets en qué sera dificil aplicar els criteris que s’exposen a
continuacio. Apliqueu-los en els casos clars. En els casos dubtosos, feu prevaler el
vostre criteri i sentit comu.

Valoreu totes les parts de cada subapartat que siguin correctes, encara que el
resultat final no ho sigui.

Penalitzeu els errors simples de calcul amb 0, 0,25 o 0,5 punts segons la
importancia de l'error i el vostre criteri. Els errors de calcul que portin a resultats
incoherents o absurds, penalitzeu-los amb 0,75 o 1 punt. Si I'error és molt escan-
dalés, podeu puntuar tot I'apartat amb O punts.

Copieu la nota de la pregunta i en la casella i degudament arrodonida a un mditiple
de 0.5, a fi de poder fer estadistiques sobre cada questio.

QUESTIONS

1.- Se sap que certa funcié derivable F(x) verifica les condicions F'(x) =

4

-

F()=3.

a) Trobeu F(x).

b) Calculeu I'area compresa entre F(x) i I'eix OXdes de x=0 finsa x =1.

PUNTUACIO: 1 punt cada apartat.

Solucio:

a) En primer lloc es calcula la primitiva de la derivada,

1 3/4 4

A continuacio, aplicant F(1) =3, s’obté la constant: %Jr C=3=C= g Aixi, la

funcié demanada és
F(x) = %x/“ x3 +§.

b) Tenint en compte que la funcié és sempre positiva, I'area demanada s'obté de
calcular

4
ol3 3

I fl[ﬂW+§]dx _
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2.- Siguin A:[l _B]iB: L3 :
2 2 2 -2

a) Trobeu la matriu M, quadrada d’ordre 2, tal que M-A=B.
b) Comproveu que M? =1, (matriu identitat d’ordre 2); deduiu I'expressié de
M".
PUNTUACIO: 1 punt cada apartat.
Solucio:
a) Podem calcular M utilitzant la matriu inversa de la matriu A,

. (1 3)(1 =3)' (1 3) (14 3/8) (-1/2 3/4
M=B-A1l= . = . = .
2 -2)(2 2 2 -2)(-1/4 1/8 1 1/2
X
També es pot resoldre com un sistema d’equacions, posant M = [z )t/ . Llavors,
X+2y=1 x=-1/2
X 1 - — = =
Y| 3:1 3@3x+2y 3 @y 3/4
z t 2 2 2 -2 z+2t=2 z=1
—3z+4+2t=-2 t=1/2

10 M, sin és senar
b) En efecte, M2 =M -M = =1,. Amb aixo, M" = o
01 l,, sin és parell

3.- Donat el sistema d’equacions lineals

X + y + (m-Dz = 1
X + (m-1y + z = m-1
(m-Dx + y + z = m+2

discutiu-lo en funcié dels valors del parametre m.
PUNTUACIO: 2 punts
Solucio:

Primerament es fa I'escalonament de la matriu ampliada,

1 1 m-1 1 1 1 m-1 1
1 m-—1 1 m-1|~|0 m-2 2—-m m-2
m-1 1 1 m+2 0 -m+2 2m-m?| 3
1 1 m-1 1
~|0 m-=2 2-m |m-2|: 24m-m?*=0em=-1, m=2.

0 0 2+m-m?m+1

S’observa que els valors que cal estudiar separadamentsén m=-1i m=2.

S'arriba a la mateixa conclusié igualant a zero el determinant de la matriu de
coeficients
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1 1 m-1
1 m-1 1 |[=—m®43m2—-—4=—(m-272%m+1).
m-1 1 1

Llavors, quan m és diferent de 2 i de -1, el sistema és compatible determinat.

11 1)1
Si m=2, la matriu ampliada, després d’escalonar, és |0 0 0|0] i el sistema és
0 0 03
incompatible ja que la matriu de coeficients té rang 1 i 'ampliada rang 2.
1 1 -2|1
Finalment, si m=-1 la matriu és |0 —3 3 |-3]| i el sistema és compatible
O 0 010

indeterminat ja que tant la matriu de coeficients com I'ampliada tenen rang 2.

4.- Trobeu I’equacio de larecta perpendicular al pla 7:2x —y +z+3 =0 que
passa pel punt (-1, 3, a) del pla.
PUNTUACIO: 2 punts.
Solucio:
Si el punt (-1, 3,a) és del pla, ha de complir la seva equacio,
2. (-)-3+a+3=0a=2.

El vector director de la recta buscada ha de ser paral-lel al vector caracteristic del pla,
la qual cosa permet agafar com a vector director aquest mateix vector. Aixi, I'equacio
de la recta és

(X,y,Z) = (_13’ 2) + )‘(2’_11) .

PROBLEMES

5.- Considereu una funcié tal que la seva representacio grafica a I'interval (—3,3)
és

a) Esbrineu les abscisses dels seus punts extrems (maxims i minims)
relatius.

b) Estudieu el creixement i decreixement de la funcié a l'interval (—3,3).

c) Feu un esbds de la grafica de la derivada d’aquesta funcia.
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d) Sabent que la funci6 és de la forma f(x) = ax* 4+ bx? + ¢, trobeu de quina
funcio es tracta.

PUNTUACIO:
Apartat a) 0.5 punts; apartat b) 0.5 punts; apartat ¢) 1 punt; apartat d) 2 punts.

Solucio:

a) Es facil observar que els maxims relatius es troben quan x = -2 i x =2. El
minim relatiu té abscissa x = 0.

b) D’acord amb la grafica, la funci6 és
e creixenta (—3,—2)U(0,2).
o decreixenta (—2,0)U(2,3).
Graficament,

(-3,-2) (-2,0) (0,2 (2,3)

c) La grafica de la derivada és

d) Sabem que f(-2)=1, f(2)=1, f'(-2)=0, f'(2)=0, f'(0)=0 i f(0) = -1.
Es a dir, tenim el sistema lineal
l6a+4b+c=1
l6a+4b+c=1
—32a—4b =0 | queté persolucionsa=-1/8, b=1ic=-1.
32a+4b =0
c=-1

O sigui, que la funci6 és f(x) = —x*/8 + x2 — 1.
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6.- Donades les rectes r : x—2=y_+1:i’ S: Xx-1_y+7_z+45
1 2 -1 1 2
P =(11-1), volem trobar I'’equacio de la recta que passa per P tallantar i s.

Per aconseguir-ho, es demana:

i el punt

a) Trobeu l'equacié general o cartesiana (és a dir, I'equacié de la forma
AXx+By +Cz+ D =0)del pla = que contélarectar iel punt P.

b) Busqueu el punt M intersecci6 entre el pla = ilarecta s.
c) Trobeu I'equaci6 de larecta que passa pels punts Pi M.

d) Comproveu que la recta trobada a |'apartat anterior és la que estem
buscant .

PUNTUACIO: 1 punt per cada apartat.
Solucio:

a) L'equacio del pla = es pot trobar de diferents maneres. Aqui se n’exposen
dues.

La primera consisteix en trobar dos vectors generadors del pla. Com que ha de

contenir la recta r, el vector director d’ella, v, =(12,—1), és un dels vectors
generadors. L'altre es pot calcular com @ essent Q un punt qualsevol de la
recta r ; per exemple, Q = (2,—10). Aixi, PQ = (2,-10)— (11-1) = (1—21) i
I'equacio vectorial del pla = és (x,y,z) = (13- + A\32,—-1) + u(1,—2,1), que
doéna lloc a I'equacio general y +2z +1=0.

En la segona forma, agafem l'equacié6 Ax +By +Cz + D =0 i fem que sigui
verificada per tres dels punts del pla: P=(11-1), Q, =(2-10) i
Q, =(3,1-1). Els dos ultims estan extrets de la recta r: Q; es dedueix
directament de l'equacio i Q, s'obté sumant una vegada el vector director
V, = (12,-1) a Q,. El sistema d’equacions que ens queda és

A+ B - C+ D =020

2A — B + D =0

3A+ B - C + D =0
que té per soluci6 A=0, B=D, C=2D. Fent D =1, per exemple, obtenim
'equacié buscada: y +2z+1=0.

b) Les equacions parameétriques de la recta s s6n x =1+, y=-7+2\,
z = -5+ 3. Substituint-les a I'equacié del pla anterior, tenim

(~74+2\)+2(-5+3\)+1=0<8\-16=0<=\=2.
Elpuntdetallés M = (1+2,—7 +4,-5+6) = (3,—3,1).

Naturalment, hi ha altres maneres per a calcular aquest punt. Per exemple,
'equacié continua de la recta s es pot descompondre en dues equacions
implicites i resoldre el sistema format per elles i I'equacié del pla de l'apartat
anterior.
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c) L’equacio continua de la recta demanada és

Xx—1 y—1_z+1@x—1_y—1_z+1
3-1 -3-1 1+1 2 -4 2

d) Per construccid, la recta trobada passa pel punt P = (1,1,—1) i talla a la recta s
en el punt M = (3,—3,1). Per tant, solament resta per comprovar que també

talla a la recta r. Un dels metodes per a realitzar aquesta comprovacio és veure
gue el sistema format per les equacions continues d’ambdues rectes és
compatible determinat,

1 2 -1 - y + 2z = -1
x-1 y-1 z+1 2X +y = 3
2 -4 2 X - 7z = 2

Sumant la primera i la tercera equacio tenim 4x = 8, és a dir, x = 2. D’'aqui, a
més a més, y = —1. De la segona equacié, z = 0, valor que també compleix

la quarta equacié. Per tant, la recta de I'apartat c) talla a la recta r en el punt

Aquest apartat es pot raonar també sense buscar el punt d’interseccié amb r.
En efecte, la recta trobada a I'apartat c) passa per P i per M per construccio.
Com que, a més a més. esta continguda al pla =, que també conté larectar, la
interseccié entre les dues esta assegurada, a menys que fossin paral-leles, que
no és, evidentment, el cas.
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SERIE 5

e Avalueu cada pregunta en punts i mitjos punts, perd no en altres decimals. Ara bé,
dins de cada pregunta podeu utilitzar qualsevol decimal i després arrodonir la suma
total. Podeu matisar la nota de cada pregunta amb signes + i —, de manera que es
compensin els matisos entre totes les preguntes.

e Aguestes pautes no preveuen tots els casos que en la practica es poden presentar.
Tampoc no pretenen donar totes les possibles solucions a un problema ni tan sols
la millor.

e Hi haura molts casos concrets en qué sera dificil aplicar els criteris que s’exposen a
continuacio. Apliqueu-los en els casos clars. En els casos dubtosos, feu prevaler el
vostre criteri i sentit comu.

e Valoreu totes les parts de cada subapartat que siguin correctes, encara que el
resultat final no ho sigui.

e Penalitzeu els errors simples de calcul amb 0, 0,25 o 0,5 punts segons la
importancia de l'error i el vostre criteri. Els errors de calcul que portin a resultats
incoherents o absurds, penalitzeu-los amb 0,75 o 1 punt. Si I'error és molt escan-
dalés, podeu puntuar tot I'apartat amb O punts.

e Copieu la nota de la pregunta i en la casella i degudament arrodonida a un mditiple
de 0.5, a fi de poder fer estadistiques sobre cada questio.

QUESTIONS

1.- Trobeu els valors dels parametres a i b per tal que la funcié seglent sigui
continuai derivableen x =2.

f(x) = ax’+2x+3 si x<2
x3+bx+5 si x>2
PUNTUACIO: 2 punts.
Solucio:

Per a que la funcié sigui continua en el punt X =2, cal que els limits laterals existeixin,
coincideixin i siguin iguals al valor de la funcié en el punt.

lim f(x) = lim (ax? +2x +3)=4a+ 7,
X—2~

X—2~

lim f(x) = lim (x3 + bx 4+ 5) = 13 + 2b.
X—2" X—2"
f(2) =13+ 2b

Aixi, ens queda que la funcié és continuaen X =2 siisolsi 4a+7 =13+ 2b.

Per estudiar la derivabilitat, busquem les derivades laterals en el punt 2,

f/(x)=2ax+2=f/(2=4a+2; f/(x)=3x2+b=1f/(2=12+b.
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La funcié és derivable en el punt x =2, si i sol si 4a+2=12+b. Arribem aixi al
sistema

4a-2b=6
4a-b=10

que té per solucié azg, b=4.

a+b 1

,on aib sén nombres reals.
0 a—>b

2.- Considereu la matriu A = [

12
a) Calculeu el valor de a i b per tal que A2 :[ 1].

b) Per als valors obtinguts a I'apartat anterior, calculeu A i A*.

c) Sigui n un nombre natural qualsevol. Doneu I'expressié de A" en funcié
de n.

PUNTUACIO: 1 punt per I'apartat a); 0.5 punts per I'apartat b); 0.5 punts per I'apartat c).
Solucio:
a) Calculem A? iigualem a la matriu que ens indiquen.

a+b 1
0 a—b

a+b 1
0 a—b

(a+ b)? 2a

A2 =A-A=
0 (a—b)?

1 2
0 1)

D'aqui, cal que (a+b)> =1, (a—b)> =1 i 2a=2. La solucié de la tercera
equacio és a = 1. De la primera i tercera equacio deduim que b =0.

11
b) La matriu obtinguda a I'apartat anterior és A = [0 . Llavors,
3 ) 1 1)(1 2 1 3 4 3 1 1) (1 3 1 4
A’ =A-A = . = AT =AA° = . = .
0 1)10 1 01 0 1) (0 1 0 1

c) A la vista dels resultats obtinguts fins ara, I'expressio de la poténcia n-ésima de

1 n
la matriu A és A" = .
01

3.- Digueu per quin valor de x la recta tangent a la corba y =In(x? +1) és
paral-lelaalarecta y = x. Escriviu I’equaci6é d’aquesta tangent.

PUNTUACIO: 2 punts.

Solucio:

El pendent de la recta tangent ha de valer 1. Per tant, cal igualar la derivada de la
funcié f(x) = In(x? +1) a aquest valor.

2X

> =1le2x=x°+1ax=1.
Xc+1

fi(x) =

L'equacio de larectatangentés y = x —1+1In(2) .



Oficina d’Organitzacio de Proves d’Accés a la Universitat Pagina 9 de 11

PAU 2008
Pautes de correccié Matematiques

X=1 y+1 z+2

4.- Donats el pla m:3x -2y +5z=6 ilarecta r: 5 ==

, busqueu
el punt de tall, si existeix.
PUNTUACIO: 2 punts.
Solucio:
De 'equacio continua de la recta se’n dedueix que
X=142\, y=—-14X, z=-2-3)\.
Substituint aquests valors a I'equacié del pla = ens queda que
31+2\)—2(-1+N)+5(-2-3\)=6< -1 =11\ =-1.
Elpuntdetallés P = (-1, -2,1).

El problema també es pot resoldre trobant les equacions implicites de la recta i
resolent el sistema de tres equacions amb tres incognites resultant d'ajuntar-hi
I'equacié del pla.
X—-1 y+1 z+2 X—1=2y +2 X—2y =3
r: = = & &
2 1 -3 —3y—-3=z+2 |3y+z=-5

El sistema és

3Xx — 2y + 5z = 6
X — 2y = 3
3y + z = -5

gue té per solucié el punt P .

PROBLEMES

5.- Considereu el sistema d’equacions
2x + y - (a-Dz = 4
X - 2y + z = -4
4x — (a+dy + z = —2a

a) Discutiu-lo en funcié del parametre a.
b) Resoleu-lo quan sigui compatible indeterminat.

c) En el cas (b), trobeu una soluci6 del sistema en qué x, y i z tinguin
valors enters.

PUNTUACIO: 2 punts per I'apartat a); 0.5 punts per I'apartat b); 1 punt per I'apartat c);
0.5 punts per I'apartat d).
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Solucio:
a) Escalonant la matriu ampliada del sistema ens queda

1 -2 1|4 1 -2 1 —4
(Alb)~2 1 1-a| 4 |~|0 5 -—a-1 12
4 —-a-—-1 1 |-2a 0 —a+7 -3 |16—2a
1 -2 1 —4
~|0 5 -a—-1 12

0 0 -a’+6a—8l2a—4

Nota: ens podem estalviar I'Ultim pas mirant si la segona i la tercera files de la
matriu del sistema (no de I'ampliada) sén proporcionals:

5 -a—1

= & —-15=a’-6a—-7<a%>—-6a+8=0
—a+7 -3

Sigui d'una o altra manera, cal buscar els valor del parametre a per als quals
—a? +6a—8=0. Les solucions d’'aquesta equaci6 de segon grau soén a = 2,
a=4. Llavors,
e Sia=2ia=4, tenim que rangA =rang(A|b) = 3. El sistema és
compatible determinat.

e Sia=2,
1 -2 1|-4
(Alb)~|0 5 —3[12]|.
0O 0 o0fO

El sistema és compatible indeterminat, ja que rangA =rang(Alb) = 2.

e Sia=4,
1 -2 1|-4
(Alb)~|0 5 —5[12]|.
0 O 0|4

El sistema és incompatible, ja que rangA = 2 = rang(A|b) = 3.

b) La resolucié del sistema en el cas compatible indeterminat ens porta a qué
1243z  — 4+7z
5 ’ 5
c) Qualsevol valor de la forma z =1+ 5n dona lloc a solucions amb components
enteres.

, per a qualsevol valor de z .

En efecte, si z =1+ 5n, llavors

x:4+(15+5n):1+n y:12+3531+5n):15+515n

Per exemple, per n =0, lasoluci6 és x =1,y =3, z=1.

=34+3n.
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6.- De tots els triangles rectangles d’hipotenusa 10 cm, trobeu la longitud dels
catets d’aquell que té perimetre maxim. Feu la comprovacié de gqué la solucié
trobada correspon realment al perimetre maxim.

PUNTUACIO: 2.5 punts pel calcul dels catets; 1.5 punts per la comprovacio.

Solucio:

Siguin x i y els catets del triangle. Llavors sabem, d’acord amb el teorema de
Pitagores, que x2 +y? =102, la qual cosa ens permet aillar, per exemple, el valor de
la variable y enfunciédela x: y = V100 — X2 .

El perimetre del triangle és P =10+ x +y =10 + x 4100 — x? .

Per trobar el maxim d’aquest valor, calculem la derivada del perimetre respecte de x.

P'(x)= - X Ilgualem aquesta expressio a zero i esbrinem el valor de la
V100 — x?2
variable x,
X
P'X)=01-———=0< x=+100—x? & 2x?> =100 < x = £5V2 .
V100 — x2

El valor negatiu no té cap sentit en aquest problema (encara més: es pot observar que
el valor negatiu NO ES solucié de I'equacié P’(x) =0). Aixi, ens quedarem amb

x = 542 Llavors, y = /100 — (5v/2)? = 5v2.

Per fer la comprovacié demanada, podem buscar el signe de la derivada segona de la
funcié P(x) en el punt x = 5v2,

. -100
(100 o X2)3 /2

—100

=P'5V2)= —— <
(5v2) (100 — 50)3/2

P //(X)

Que la segona derivada sigui negativa ens diu que el punt (5+/2, 5/2) correspon a un
maxim.

La comprovacié també es pot fer analitzant el signe de la primera deriva de la funcié
perimetre, tenint en compte que el domini de la funcié P’(x) és (-10, 10).

(—10, 5/2) (5v2,10)

P/(x)>0 P/(x)<0

La funcio6 creix | La funcié decreix




