11/2/22, 21:11 Conceptes basics Analisis Il

Conceptes basics Analisis Il

Sitio: Cursos |OC - Batxillerat Imprimido por:  Invitado
Curso:  Matematiques (autoformacio 10C) Dia: viernes, 11 de febrero de 2022, 21:11
Libro: Conceptes basics Analisis Il

~Selectivitat.io

https://educaciodigital.cat/ioc-batx/moodle/mod/book/tool/print/index.php?id=788 1/43


https://educaciodigital.cat/ioc-batx/moodle

11/2/22,

21:11 Conceptes basics Analisis Il

Tabla de contenidos

1. APLICACIONS DE LES DERIVADES

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

Aplicacions de les derivades. Optimitzacio

Exemple 2

Exemple 3

Exemple 4 PAU

Exemple 5

Trobar "a" i "b" per tal que la funcié compleixi requisits
Trobar "a" i "b" per tal que la funcié compleixi requisits

2. INTEGRALS. APLICACIONS

3. Introduccié a la integracio

4. Concepte de integracio.

5. Taula integrals immediates

6. Integral indefinida. Primitives

7. Propietats de les integrals

8. Com aplicar les propietats anteriors

9. Funcions que es poden reduir a poténcies

10.
1.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.

Integracié per canvi de variable.

Meétode integracio per parts

Com sabem en la integracio per parts qui és u i qui dv
Integrals on hi ha un logaritme

Integrals definides

Calcul d'integrals definides

Concepte d'integral definida

Calcul d'arees sota una corba

Exemple 2. Area sota una corba

Exemple 3. Integral definida

Calcul area entre dos corbes

Calcul area entre dos corbes. Exemple 2
Aplicacions en altres camps del coneixement
Dossier amb exercicis resolts

Exercicis PAU

Exercicis PAU

~Selectivitat.io

https://educaciodigital.cat/ioc-batx/moodle/mod/book/tool/print/index.php?id=788

2/43



11/2/22, 21:11 Conceptes basics Analisis Il

APLICACIONS DE LES DERIVADES

alectivitat.io

https://educaciodigital.cat/ioc-batx/moodle/mod/book/tool/print/index.php?id=788 3/43



11/2/22, 21:11 Conceptes basics Analisis Il

Optimitzar és trobar el maxim o el minim d'una funcié sotmesa a certes condicions imposades.
Per resoldre un problema d'optimitzacié seguirem aquests passos:

» |dentificar les variables del problema.

o Escriure algebraicament la funcié que s'ha d'optimitzar

» Escriure algebraicament la relacio entre les variables

« Aillar de la relacié anterior una variable i substituir en la funcié. Cal aconseguir que la funcié sigui d'una Unica variable.
o Trobar els extremes (maxims i minims) de la funcid, resolent I'equacio f '(x) =0

o Comprovar si sén maxims o minims

» Analitzar la coheréncia de la solucié dins del context de I'enunciat

Exemple 1

Aquest diposit en forma d'ortoedre, t& un volum de 72 m3 i la llargada (a) és el doble que I'amplada (c). Deduir les dimensions del diposit
per tal que la superficie sigui minima

i
y
)
|
|
|

'/‘

« lIdentificar les variables del problema.
a= llarg
b= ample
c= altura
o Escriure algebraicament la funcio que s'ha d'optimitzar
Area(A)= 2 bases + 4 cares laterals = a-c + a:c + b-c + b-c +a-b +a-b = 2:a:c + 2:-b-c + 2-a‘b
o Escriure algebraicament la relacio entre les variables
V=llarg-ample-altura = a-b-c
72=abc
A més la llargada (a) és el doble que I'amplada (c)
a=2c
De les dues equacions obtenim :
72 = 2¢-b-c = 2bc?
null
« Aillar de la relaci6 anterior una variable i substituir en la funcié.

A=2-ac+2bc+2ab=2(2c)c+2:bc+2-(2c)b=4c? + 2-b-c + 4bc =4c? + 6-b-c

A=4c® + 6(3—2)0
C

A=4c% + %

o Trobar els extremes (maxims i minims) de la funcid, resolent I'equacio f '(x) =0
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o Comprovar si sén maxims o minims

Es pot comprovar de dos formes.

Al =80+(
Al =
8¢ = 216
216
3 - <16
¢ 8
216
3 = —
¢ 8
=27
c=327

Conceptes basics Analisis Il

En aquest exercici comprovarem en la segona derivada.

Si f "(punt) >0 ---> el punt és minim
Si f "(punt) <0 ---> el punt és maxim

En el nostre cas, calcularem la segona derivada

Per tant en c= 3 la funcié presenta un minim
e Analitza

El resultat té sentit ja que hem obtingut un ortoedre de dimensions c= 3 cm, a=6 cm i b=36/c2= 36/9 =4 cm
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Exemple 2

De tots els triangles rectangles d'hipotenusa 10 cm , trobeu la longitud dels catets del triangle que té perimetre maxim. Comproveu que
la solucié trobada correspon realment al de perimetre maxim.

10

 lIdentificar les variables del problema.
x= catet (base del triangle) y= catet (altura del triangle)
o Escriure algebraicament la funcio que s'ha d'optimitzar
Perimetre maxim. Per tant la funcié a maximitzar és el perimetre.
P = Perimetre = Suma de tots els costats = x+y +10
« Escriure algebraicament la relacio entre les variables
La relaci6 entre les variables és el Teorema de Pitagores: x2+ y2 = 102
o Aillar de la relacié anterior una variable i substituir en la funcié. Cal aconseguir que la funcié sigui d'una Unica variable.
y=+/102—x2
P=x++/100-x% +10
o Trobar els extremes (maxims i minims) de la funcid, resolent I'equacio f '(x) =0

Cal derivar la funcio P(x) d'una variable

P’(X)=1+_—2X+O = P'(x)=’| ZX

2-4/100—x? B 74/ 100—x?

P'(x)=1- —2— =0 > 1= =

v 100—x2 v/ 100—x?
Y 100-x% = x = Elevant al quadrat : (y/ 100—x2)° = (x)2

100—x% = x? = 2-x? =100

Xx= */50= %52 ~%7.07 = y=++/100—x% = +/50 = £7.07

e Comprovar si sén maxims o minims

- L] L]
Els valors negatius no els tindrem en compgﬁgjﬁeqaxltgetp!ﬂe a la mida dels catets d'un triangle rectangle.
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171002 - x - ——2X
2/ 100 - x?
W 2)?
100—x

2 2
Jioo—Zs — 22 Jroomes X
77/ 100 - x? v/ 100—x?

f'"(x)=0-

f'x)=- =
(V100—x2)° 100-x
50 50
4/ 100-50 + — 50+ ——
Hem d'estudiar el signe de f'' (7,07) = — 100_50100_50 =- % /50 <0

Per tant en x=7,07 la funci6 t&¢ un maxim.

o Analitzar la coheréncia de la solucié dins dels context de I'enunciat

El resultats x= #+/50 = +5/2 ~ +7.07 = y=#/100—x% = /50 =~ +7.07

tenen sentit en el context del problema. Observeu que el triangle de maxim perimetre és el triangle isosceles, que té el dos

catets iguals.
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5000 £
8+ £

Les vendes anuals S d'un nou producte s'expressen segons aquesta formula: S = on 0<£t<3 i t=expressat en anys

a) Completa la taula seguent

b) En quin moment concret les vendes van ser les maximes?

Resposta
5000 -(0,5)°
S(0,5)=—(2) = 151 articles venuts
8 + (0,5)
5000 - (1)? )
S()=——5— = 555 articles venuts
8+ (1)
5000 - (1,5)
S(1,5)= —(2) = 1097 articles venuts
8 + (1,5)
5000 - (2)? )
S@)=——5— = 1666 articles venuts
8+ (2
5000 -(2,5)
S(2,5)= —(2) = 2192 articles venuts
8 + (2,5)
5000 * (3)?
S@3)= —(2) = 2647 articles venuts
8+ (3)

Ja es veu que a mida que va passant el temps, va creixent el nombre d'articles venuts. En l'interval [0,3] sembla que el maxim s'obtindra
en x=3

Estudiem la derivada per saber si hi ha un extrem en l'interval [0,3]. Si no hi ha cap extrem, vol dir que el minim i maxim de la funcié sera
o en x=00en x=3

(10000 t)- (8 + t2)— (5000 £3)-(2t) _ 80000 t+10000 - 10000 £*

S = © + 2P ® + 2P

80000 ¢t

(8 + 2)?
S'(x)=0

800001 _ =g
8+ t9)

S'(x) =

Veiem que si hi ha un extrem (maxim o minim) relatiu ha d'estar en x=0
S(0) = 0 articles. Correspon al minim

El maxim per tant esta en x=3.
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Exercici 1.

X2
8000
i f(x) el preu en euros de cada unitat.

Aquesta expressié  f(x)=500— relaciona x= nombre d'unitats venudes d'un producte,

Se sap que la fabricacio té unes despeses fixes de 100 000 euros i unes despeses variables
de 100 euros per unitat fabricada.
a) Trobeu la funcié B(x) que expressi el benefici obtingut per la venda de "x" unitats. Els
Beneficis s'obtenen de restar els ingressos menys les despeses.
b) Calculeu el nombre d'unitats que cal fabricar per obtenir el maxim de beneficis.
¢) Quin és el preu per unitat optim?

Recordeu els passos:

o |dentificar les variables del problema.

o Escriure algebraicament la funcio que s'ha d'optimitzar

» Escriure algebraicament la relacio entre les variables

o Aillar de la relacié anterior una variable i substituir en la funcié. Cal aconseguir que la funcio sigui d'una unica variable.
o Trobar els extremes (maxims i minims) de la funcid, resolent I'equacio f '(x) =0

o Comprovar si sén maxims o minims

* Analitzar la coherencia de la solucié dins del context de I'enunciat

o Pas 1. Identificar les variables x=nombre d'unitats venudes d'un producte. Només hi ha una variable.

o Pas 2. Escriure algebraicament la funcié que s'ha d'optimitzar. Observeu que la funcié f(x) no és la funcié a optimitzar. S'ha
d'optimitzar el benefici

X2
8000
Els ingressos es calculen multiplicant les unitats pel preu de cada unitat

Les despeses son els 100000 euros més 100 euros per cada unitat fabricada

B(x)= Ingressos — Despeses = x-[500 - ] — [100000 +100x]

e Pas 3 i Pas 4 no s'han de fer, ja que només hi ha una variable
o Pas 5 Trobar els extrems de la funcié B(x)

2 3 3
X X X
=y — = + = = — — = — —
B(x)=x [500 8000] [100000+ 100x] = 500x 8000 10000—100x =400x 8000 10000
Es deriva aquesta funcio:
VN 3x?
B '(x)=400 8000
S'iguala a zero
BWF%W—3ﬁ=O = 0=400-2X o _400=-3X o _3p00000= -3 » 3200000 _ .,
8000 6000 8000 3
x= %1032

Només la solucié positiva té sentit

o Pas 6 Comprovar si s6n és maxim o minim. Podem usar la segona derivada.

—6x
8000
-6(1032)
8000

B'" (x)=

B''(1032)= = — per tant és maxim

* Analitzem la coherencia del resultat. Encara que s'han obtingut dos resultats només el resultat positiu té sentit.

Resposta: S'ha obtingut que cal fabricar 1032 unitats del producte per tal que el benefici sigui maxim. | el preu per unitat sera

10322
£(1032) = (500 m) = 366,87 euros
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Exercici :

Trobeu les dimensions del rectangle inscrit en un cercle de radi 1m, que tingui I'area maxima.
Per tal de donar resposta us adjuntem la figura que il-lustra la situacio.

També explicitem els passos a seguir:

« a) Assigneu incognites. En aquesta cas ja les hem explicitat en el grafic.

e b) Escriviu 'area del rectangle en funcié de "x" i "y"

» c) Escriviu la relacié entre les incognites x, y, usant el Teorema de Pitagores.

o d) Ailleu "y" (es podria aillar I'altra incognita)

» e) Escriviu ara, I'area del rectangle en funcié de només la incognita "x"

» f) Calculeu el maxim, derivant la funcié (d'una sola variable) obtinguda en I'apartat anterior.

Resolucio:

a) x= algada del rectangle i y= base del rectangle
b) Area del rectangle = x-y

c) Relacié entre "x" "y" i la diagonal del cercle, tenint en compte que es pot aplicar el Teorema de Pitagores, donat que la base,
I'altura i la diagonal formen un triangle rectangle--> x2+ y? = 22

d) y2=4—X2
y= 4-x?

e) Area rectangle = x-y = x- v/ 4—x?

A= x-4-x?
PN s S . SN o SR
2'\/4—X2 4-x?

Cal resoldre I'equacié A'=0
f) 2 2
4_X2_X_=0 = 1/4_XZ=X_ =
V4-x? Va-x?

Wa-x2)4-x)=x2 = 4-x2=x%> 24=2° >
V2

Els valor negatiu no es pot tenir en compte com a mesura d'un costat d'un rectangle

2

1+

X=

x=Z

A partir d'aquest valor de "x" calculem el valord' "y"

y=va-x? =\4-(/27 =V4-2=V2

- L] L]
Faltaria argumentar per qué aquests valorsmlggt!gm%ilrga I'area minima.
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Establirem intervals i estudiarem el signe de la derivada i el creixement de la funcié per saber si

Conceptes basics Analisis Il

valor x ov2) |v2 W2, +00)
signe A"’ A'(1)=+ A'(2)=-
creixement de . L. .

» creixent maxim | decreixent
la funcié A

Per tant en x=+/2 la funcio té un maxim

Solucié : El rectangle d'area maxima que es pot inscriure en el cercle de radi 1, és un QUADRAT de costat V2

-Selectivitat.io
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Exercici:
Trobar els valors de "a" i "b" per tal que la funcié f(x) passi pels punts A(0,2) i B(2,0) i en A tingui un maxim : f(x) = (b—x)-e%
Resolucié:

Cal traduir les condicions del problema a equacions
a) f(x) passa per A > f(0)=2 --> f(0) = (b—0)-e®©@ = (p)-e® =[p=2

b) f(x) passa per B --> f(2)=0 --> f(2) = (b—2)-e?® = (2-2)-e?? =[0=0
c) f(x) té un maximen A -->f'(0)=0 -->

frx)=(=1)e®*+{b-x)e%*a

N| =

f10)=(-1)-e°+@2-0)-e’a=-1+2a=0=|a
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Us proposem un exercici que va aparéixer en les proves de selectivitat de I'any 2018.

Sigui f(x)=x3—ax?*+bx+c
Calculeu els valors dels parametres: a, b i ¢ per tal que la funcioé f(x) compleixi aquests requisits:

e Tingui un extrem relatiu en el punt d'abscissa x=1

« La recta tangent a la funcio f(x) en x=0 sigui la recta y=x+3

Resolucio:

S'ha de traduir les condicions del problema a equacions.
1a. condicié. f(x) ha de tenir un extrem relatiu en x= 1. Aixo vol dir que f (1) =0
2a. condicié. La recta tangent a la funcié en x=0 és la recta y=x+3. Aqui hi ha dues equacions amagades. f'(0) =1 i f(0)
=3.
Aqui cal veure que el pendent de la recta tangent coincideix amb la derivada en el punt x=0. La recta tangent té pendent m=1
per tant f' (0)=m=1. Per una altra banda si x=0 el valor de y en la recta és y=0+3=3, per tant el punt on coincideixen la recta

tangent i la funcio6 f(x) és en el punt (0,3)
Ara només queda resoldre el sistema format per aquestes tres equacions:

fx) =x®—ax®+bx+c = f'(x) =3x2—2ax+b

Fr) =0 [f'(1) =3(1-2a(1)+b=0 2a-b =3 |(a =
F'0) =1 =3if'(0) =3(02-2a0)+b=1 =ib =1 =1 b =1 |=Aquests sén els valors dels parametres
fO =3 [fl0) =0°-a-0%+b-0+c=3 (¢ =3 c =3
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Introduccio a la integracio

Sy oy

La derivaci6 i la integracio sén dos procediments matematics molt potents i utils en la resolucié d'una infinitat de problemes. Aquests
dos procediments son la base del Calcul infinitesimal.

La integracié permet calcular arees i volums de cossos geomeétrics i resoldre problemes d'altres ambits, com ara I'Economia i la Fisica.
En aquest recurs trobareu un resum dels conceptes basics sobre integracié i exemples d'aplicacio.
S'explica com:

e Calcular la funcio primitiva d'una funcio

e Calcular integrals immediates i quasiimmediates

o Calcular integrals pels metodes d'integracié de substitucid i parts
e Calcular integrals de funcions racionals senzilles

o Calcular integrals definides

o Calcular area de la regio del pla compresa entre dos funcions

* La integral permet resoldre situacions de la vida real.

~Selectivitat.io
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Concepte de integracio.

La integracio.

La integracio es pot definir com el procés invers a la derivaci6. Aixi doncs calcular la integral d'una funcio f (x) és
trobar una altra funcié g (x) de forma que g ' (x) = f (x)

L'expressio: es llegeix com la integral de la funcio f(x) respecte la variable x.

Per calcular integrals, cal saber bé derivar, i tenir interioritzades les derivades de les funcions més usuals
Exemple

f1-dx=x+k

Posem aquesta K, que vol dir que qualsevol nombre va bé.

Dit d'una altra forma :

f1-dx=x+1
f1-dx=x+30
f1-dx—x—0,5

Observeu que si derivem la funcié g(x) = x + k obtenim g ' (x) =1

Per tant es compleix la idea de que fer la integral de f(x) és buscar una funcié g(x) que al derivar-la dona g ' (x) = f(x)

Exemple

fx-dx=—2+k

2

Observeu que si derivem la funcio g(x) = X?+k obtenim g ' (x) = x

Exemple

3

2 _ X
“dx = — +
fx dx 3 k

3

Observeu que si derivem la funcié g(x) = %+k obtenim g ' (x) = x?

Exemple “'SEI'ECthlfﬂr io
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4
3 _ X
dx = X vk
fX X 2

4
Observeu que si derivem la funcié g(x) = XT+k obtenim g ' (x) = x3

alectivitat.io
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Taula integrals immediates

Taula d'integrals immediates

taula de derivades

Primitives immediates

Primitives immediates

_[ 0-dx = C = constant=n®° real

f1-dx=x+C

Xn+1
fx”-dx= +C;sin®—1
n+1

un+1
fu”-u'-dx= +C;sin®—1
n+A1

fl-dx = Ln|x|+C
X

fu—-dx = [nlul+C
u

f e*-dx = e*+C

fe“-u’-dx =e'+C

X

a
Xdx = ——+
fa dx =) C

f a’-u'-dx = a—u+C
Ln(a)

Primitives immediates trigonomeétriques

Primitives immediates trigonomeétriques

f sin(x):dx = —cos (x) + C

f u'-sin(u)-dx = —cos (u) + C

f cos(x)-dx = sin(x) + C

f u'-cos(u)-dx = sin(u) + C

1
————-dx =tang (x)+C
'/ cos?(x) g

f u2 -dx =tang (u)+C
cos*(u)

/

-dx =arcsin (x)+C
1—x2

u’
f ———-dx =arcsin (u)+C

\/1—u2

f il -dx =arccos (x)+C
1-x?

-dx =arcos (u)+C

1
f T2 -dx = arctang (x)+C
b%

_u’
'[ v1-u?
/ 1:' > "dx = arctang (w)+c
u

-Selectivitat.io
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Integral indefinida. Primitives

Integral indefinida. Primitiva. Diferéncies entre els dos conceptes.

La primitiva d'una funcié és una unica. La integral indefinida sén moltes.
¢ Una funcio F(x) és una primitiva d'una funcié f(x) quan F '(x)=f(x)

« Integral indefinida d'una funcié f(x) és el conjunt de totes les primitives de f(x)

Per exemple les funcions G(x)=x?>+1, H(x)=x?, J(x)=x2+% i K(x)=x?—+/2 son primitives de la funcié f(x)=2x ja que al

derivar-les ens dona f(x):

(x2+1) =2x
(xz)'=2x

(x2+ %) =2x
(@=Z) =2x

Perd hi ha moltissimes més funcions que son primitives de f(x). Qualsevol funcié que sigui del tipus F(x)=x?>+C on C pot ser
qualsevol nombre real (C €R) sera una primitiva.

Al conjunt de totes les primitives de la funcio f(x) 'anomenem integral indefinida i es representa /f(x) dx

Per tant el conjunt de totes les primitives de la funcié f(x) =2x bé representat per la integral definida f2x dx
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Propietats de les integrals

Quines propietats puc aplicar en el calcul d'integrals i quines no?

Les uniques propietats que son valides i per tant podem utilitzar sén :

1. fk-f(x)dx=k-ff(x)dx
2. /f(x)+g(x)dx=ff(x)dx + fg(x)dx
3. [f(x)—g(x)dx=[f(x)dx - [g(x)dx

En cap cas son valides les igualtats :

-g(x) dx = ff(x)dx .
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https://educaciodigital.cat/ioc-batx/moodle/mod/book/tool/print/index.php?id=788 21/43



11/2/22, 21:11 Conceptes basics Analisis Il

Com aplicar les propietats anteriors

Com puc aplicar les propietats anteriors?

Propietat 1:

/k-f(x) dx=k-/f(x) dx

Utilitat 1 : quan un nombre que esta multiplicant a tota la funcié ens interessa que no estigui dins la integral ja que ff(x) dx la coneixem

Exemples :

6
f3x5dx =3 [xSdx = 3-%+c= %xﬁ+c

/2cosx dx =2 Jcosx dx = 2sinx +C

fidx =/5-ldx =5-fldx =5Inx+C
X X X

f 10xeXdx = f 5-2xe* dx =5- f 2xe*’dx =5eX +C

Utilitat 2 : quan ens interessaria que hi hagi un nombre que esta multiplicant a tota la funcié perqué sapiguem resoldre la integral

Exemples :

fcos (5x) dx = [%cos (5x) dx =% sin(5x) +C

En aquest cas ens interessava tenir un "5" dins de la integral ja que sabem que:  (sin(5x))" = 5- cos (5x)

1 2 1 1 f 1 1 f 2 1
f2x—6dx > 2X_de > 2 2)(_6dx 2 2X_de > Ln(2x—6)+C

2
2x—6

En aquest exemple ens interessava tenir un "2" dins de la integral ja que sabem que: (Ln(2x—6))' =
fxz-e"3 dx = f% -xz-e’(3 dx =%f3-x2-e"3 dx = %ex3+C

3\’ 3
En aquest exemple ens interessava tenir un "3" dins de la integral ja que: (e" ) = eX - 3x?

Propietat 2i 3:

_[f(x)ig(x) dx= ff(x) dx ifg(x) dx

Utilitat : quan sabem resoldre la integral per separat de cada funcié
Exemples :

fex+sinx dx= [exdx + fsinx dx=e* +(—cosx) +C=e*—cosx +C
f%—erxz dx= ‘/’% dx — f2xex2 dx=nx —e* +C

| ara acabem amb exemples que combinen les tres propietats

Exemples :

f4ex—55inx dx=4- [eXdx —5 | sinx dx=4e* —5(—cosx) + C=4e*+5cosx +C

/g—xexz o/x=f9 dx—fxe"zdx=6-fl dx—fgxexzdx=6lnx—lf2xexzdx=
X X X 2 2
=6Inx—%ex2+c
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Funcions que es poden reduir a potencies

Com puc fer més facil el calcul d'algunes integrals?
Hi ha funcions que abans de integrar-les és millor que fem un petit retoc en la seva expressio. Aquest és el cas d'una funcié que la seva

expressio es pot reduir a una sola poténcia o a suma o resta de poténcies.

Xn+1

+C sin#®-1
n —_
Si tenim expressada la funcié de la manera f(x)=x" sempre sera més facil ja que fx dx=3 n+1
Inx + C sin=—1

Exemple 1:
X5
Imagina que hem d'integrar la funcié f(x)= Tk
X
5 i NI
Fixem-nos que f(x)= = X 4=yt
x° T
X
17 LA e
5 e z z
4
Aleshores fx—dx=fx4 dx=x +C=X—+C=—\4/x21+C
w 17 21 21
X T+1 -

Exemple 2:
2 5 2 D 1

Ens demanen —4—\/x N 5= dx.
X v x

La manera més senzilla de fer aquesta integral és primer arreglant I'expressié de la funcié abans d'integrar

2 1
2 1 _ 5 s
—4—v5 X2 =3x%+ = =2x"*=x5-3x%+x °©
X x
Ara resolem ja la integral
2 1 +1 —l+1
2 1 _ = - —4+1 5 3 6
f—4—\5/x2—3x2+6—dx =f2x 4_x5-3x24x Sqax=2-2——-X 4. X X —+C=
X x —4+1 244 B -1
i’ S
__2 4 x> 5. x® 2 Bs5 3 6es
=-3X _T_X +?+C——§—7 x°+—=4x> +C
5

Exemple 3:
També podem utilitzar aquesta técnica per integrar funcions racionals quan el denominador estigui format per un sols monomi

2x*—4x+1

Es per exemple el cas de la funcié g(x)= >
b%

Primer separem I'expressié en tants trossos com termes te el numerador i després reduim cada tros a una poténcia

2x*—4x+1 _ 2x*  4x | 1 1y -
g(x)=%=iz——)2(+—2=2x2—4x T+x72
X X x5 X

Ara resolem ja la integral

4 _ + 3 -1
IM dx= [2x-ax"+x2ax =2 X —4mx+ X+ = 23— aix-~+C
x2 3 -1 3 X
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Integracio per canvi de variable.

Exemple 1.

/'—50 dx
v 1+2x

2_
u=1+2x 22 = 1+42x = 2

2—1
2

derivem aquesta ultima expressio : x =

1-dx=27u-du

dx = u -du

Ara substituim en la integral inicial :

50 50
dx = | —-u-du = |50-du = 50 |1-du =50-[u]=50 -/ 1+2x + k
‘[x/1+2x ‘[” ‘[ f

Observeu que aquesta integral es podria plantejar com quasi immediata, obtenint el mateix resultat.
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Metode integracio per parts

Metode d'integracié per parts

Es un métode molt Gtil en la integracié de funcions que sén el producte (multiplicacié) d'altres funcions. Consisteix en separar la
funcié a integrar en dues parts. Una part s'anomenara u i I'altra dv. | s'aplicara la seglient férmula:

El calcul de la integral d'una funcié formada pel producte (multiplicacid) de dues funcions no es pot fer integrant cada una de les funcions
per separat. Aixo és degut a que la derivada del producte de dues funcions no és la derivada de cada una de les funcions.
Una forma d'integrar el producte de dues funcions és usar el métode d'integracio per parts.

Meétode

Encara que és un metode simple cal aplicar-lo correctament. Observeu que després d'aplicar el metode d'integracié per parts, cal
resoldre una segona integral, que necessariament ha de ser més facil que la primera i si no és aixi, és que s'han triat incorrectament les
parts.

Passos a seguir:
1. L'integrant (funcio inicial) ha de ser producte (multiplicacié) de dues funcions (factors).
2. Un dels factors sera u i I'altra dv.
3. S'ha de calcular du derivant I'expressio u
4. S'ha de calcular v integrant dv.
5. S'ha d'aplicar la férmula.

6. S'ha de resoldre la integral que queda.

Solucié
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Com sabem en la integracio per parts qui és u i qui dv

En la integracio per parts com sabem quin dels dos membres és u i quin és dv? u és sempre el primer?
No és sempre u el primer factor. L'ordre no determina I'eleccié. Normalment procedim de la seglient manera:

o Si els dos factors que s'estan multiplicant els se integrar i un dels dos és un polinomi, llavors agafem com a u el polinomi.
D'aquesta manera en la integral que queda surt el grau rebaixat i per tant una integral més senzilla. per exemple:

fex-(x2+3) dx =e*-(x*+3)— f2xexdx

[u=x2+3 —>du=2x]
dv = e¥»>v=¢g*

Ara tornariem a fer el mateix amb la integral que ens queda que com veus és del mateix estil perd on el polinomi és d'un grau

menor

fe"-(x2+3)dx =e"-(x2+3)—f2xexdx =ex-(x2+3)—[2xex— /2e"dx]=e"-(x2+3)—2xe"+26X+K=

[u=x2+3—>du=2x] [u=2x—>du=2]

dv = e¥»>v=g* dv = e*>v=¢*

e*(x°+3-2x+2)+K= | e*(x*—2x+5)+K

» Si sols sabem integrar un dels dos factors llavors, aquest és dv. Per exemple

2 2

1 2 f1 1 2 1 2 f1 1 2 1 x 1 2 X
. . = — o —_ — - . = — 5 —_ — . = — . —_ 4 = |— a -+
fx Inx -dx 2x Inx . 2x ax 2x Inx 2x ax 2x Inx > % K 2x Inx 2 K

1
u=Ilnx »>du=—
X

sy= 1,2
dv= = —
V=X v 2X

* De vegades no en sap integrar cap i sols hi ha un factor. En aquest cas afegim la funcio 1 multiplicant i aquesta sera la funcio a

derivar. Per exemple
1
flnx sdx = ]1 ‘Inx -dx =x-Inx— ‘/‘x-;-dx=x-|nx— f1 -dx=
u=Ilnx - du=—

dv=1—-> v=x

» Si se sap integrar les dues funcions, en principi s'ha de provar de les dues maneres i escollir la que doni lloc a una integral més
senzilla.
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Integrals on hi ha un logaritme

Si quan busquem la primitiva d'una funcié en aquesta hi ha un In x (logaritme neperia de x) aquest té alguna integral indefinida immediata? Com es

resol?

No hi ha un metode directe. Depen de la integral si és quasi immediata o si es fa per canvi de variable, o per parts o altres métodes que
no estudiareu en aquest curs.

Abans heu vist un exemple que contenia un logaritme i que s'ha resolt per parts. Ara us mostrem un exemple on aplicarem canvi de
variable i integral quasi-immediata.

Exemple:

fln2(2x+1

2x+1

Com a integral quasi-immediata:

X n +1

Fixeu-vos que si s'arregla I'expressié de la funcié a integrar s'adequa a aplicar que f[f(x)]” F'(X)dx = %+k

In @2x+1) 1 2

X f—- [in@x+1) 2 dx=—f[|n(2x+1)]2-—dx
Tox+1 +1 2 2x+1
. . ) . ! 1 2
Hem inserit un 2 que necessitava ja que (In@x+1)) = 2= .
2x+1 2x+1

De fet s'ha multiplicat per 1 =2/2 | PER TANT queda igual .
Ara ja podem finalitzar la integral

|n2(2x+1) fz . 1 1 1 [In@x+1) P [In@ex+1) P

x= [ = [In@2x+1) - =—f| 2x+1) - = K= 4K

5 2x+1 g @) P imde= o J @ ) P mrd=3 3 6
Per canvi de variable:

In®(2x+1) f 12 j‘ 2 13 1 3

= t= [t t— +K=—t +K=| —[In@x+1)P+K
f o1 T e 2 [ d 6 g Ln@x+ 1]
t=In(2x+1)
+
dt=—2— dx—»dx= 221 4
2x+1 2
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Integrals definides

o Calcul d'integrals definides
« Concepte d'integral definida
e Calcul d'arees sota una corba
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Calcul d'integrals definides

Com es calcula una integral definida?

Si f(x) és continua en [a,b] i G(x) és una primitiva seva, aleshores:

b
[ 7 dx = 6(6)- 6(a)

Exemple 1:
2 3 2
2 _ X _8 ( )_8 _
—4dx=|"-—4x| =—-8-|—-=—4(-1)|=-—-8+_-—4=
‘/-_1x dx [3 x]_138 (=1) 38
8 1 9
_+—— —_——— = _— =3
s3T5 12=5712=3-12 -9
Exemple 2:
0
fxex2_3dx

-1

Primer busquem una primitiva de la funcio.

2 2 2
Observem que (e* ~3) =X ~3-2x= 2xe* ~3 i per tant és una integral immediata
2_ 2 2_ 1 2_ 1 ,2_
fxex 3dx=f5-xex 3dx=5-f2xex 3dx=EeX S+c

Ara ja podem resoldre la integral definida
0 2 1,25 _ 1 1 1(1 1
x“=3 | L x"-3 =32 | __ |=
fxe dx—{ze ]_1 2e 2e 2( 3 2)

-1 e e
(L_i) _|1=e
ed ed 2e°

N| =

Exemple 3:

2
f 2X dx
1 3x°+5

Primer busquem una primitiva de la funcio.

; 6x=
3x%°+5 3x%+5

Observem que (In(3x%+5))' = i per tant és una integral immediata

X 6 X 1 6x 1
dx= [ —~- dx=—-f dx=—-In(3x*+5) +C
f3x2+5 6 3x2+5 6 J 3x%+5 6 ( )

Ara ja podem resoldre la integral definida

2

f2 X dx= {lln(3x2+5)
—1 3x%+5 6 -1

1 17 _ slﬂ
6'“(8)_ In 3

_1 _1 _1 _ _
—gln(17) 5 In(8)= 5 (In(17) —In(8)) =
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Concepte d'integral definida

Queé representa fer una integral definida?

b
La integral definida f f(x) dx representa fer una suma i restes d'arees compreses entre la grafica de la funcié, I'eix d'abscisses i les
a

rectes x=a i x=b, tenint en compta que si l'area queda per sota de I'eix de les X és resta i si queda per sobre es suma

Per exemple si tenim una funcié la grafica de la qual és la de sota, tindriem que

b
f FX)dx = —A;+A,+A—A,+A,

a

Jiz)

A

Comprovem aixo amb un exemple concret
Exemple 1:

Calculem primer la integral definida de la funcio f(x)=x-1 amb limits d'integracio x=-2 i x=3 (per la regla de Barrow)

3 2 3
X 9 9 5
- =2 _ == —3—-(242)==-7=| ==
f_zx 1dx [2 X]—z > 3-(2+2) 5 7 >

Ara comprovem aquest resultat amb el calcul de la suma o resta d'arées

Les arees A, i A, corresponen a triangles

3-:3_ 9
M= =3
2:2
A ‘ A2_ 2 =2
g 5
fx—1dx=—A1+A2=——+2= =
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Calcul d'arees sota una corba

Com trobar I'area compresa entre la grafica d'una funcié, I'eix OX i dues abscisses?

Per trobar una area compresa entre la grafica d'una funcio f(x), I'eix d'abscisses i les rectes x=a i x=b cal seguir els passos
1. Trobar els punts de tall de la grafica de la funcié amb I'eix d'abscisses resolent I'equacio f(x)=0
2. Seleccionar d'entre els punts de tall obtinguts, aquells que es trobin en l'interval [a,b]. Imaginem que aquests sén x4, X2 , X3 i X4
3. L'interval [a,b] queda dividit en altres intervals si col-loquem els valors anteriors : [a, x4], [X4, X2], [X2, X3], [X3, X4] i [X4, D]
4. Per a cada interval trobat hem d'esbrinar si la grafica de la funcié queda per sobre I'eix OX o per sota
5. En funcié de si I'area obtinguda queda per sobre o per sota caldra agafar la integral definida o canviar-li el signe.

Per exemple en el cas:

Jix)

| &,

Area total =A,;+A,+A+A,+A=

—fx1f(X)dx + fxzf(X)dX+ fxsf(X)dx— fx4f(X)dX+ fbf(X)dx

X4 Xy X3 X4
Exemple 1 :
Anem a trobar |'area compresa entre la grafica de la funcié f(x)= x3—2x?>—x+2, l'eix d'abscisses i les rectes x = -2 i x = 1'5
1. f()=0 »x3-2x*—x+2=0->x=—1,x=1ix=2
2. Dels valors obtinguts agafem els valors x = -1ix =1
3. L'interval [-2,1'5] queda dividit en 3 intervals: [-2,-1], [-1,1] i [1,1'5] i per tant tindrem 3 arees també: A, A, i Ag

4. Per a cada interval trobat hem d'esbrinar si la grafica de la funcié queda per sobre I'eix OX o per sota. Per aixo busquem la imatge
d'un valor de cada interval:

o f(—1'5)=—4'38 - f(x) és negativa en I'interval [-2,—1]
o f(-0'5)=1'88 - f(x) és positiva en I'interval [—1,1]
o f(1'25)= —0"42 - f(x) és negativa en ['interval [1,1'5]

5. Calculem el valor de les diferents arees i finalment les sumem: Per fer els calculs el més exacte possible posarem 1,5= 3/2

-1 -1 4 3 2 -1 -
__ e [T ooty aym | X X ] =_[1_ D1 _( =8, )]=5_9 e
A, f_zf(x)dx f_z(x 252 x+2) dx [4 2y G| =-| g2y g |42y m2ma)|= 4 wnitass
1 1 4 3 2 1
- o [Pt ax=| Xmn XX ] =[1_ Ay, _(1_ NGRS )]=§ tats?
A, _[_1f(x)dx [_1(x 2x°—x+2) dx [4 2 3" 3 2x 3 2 373 2 y) 2 3 2 2 3 unitats

1,5 3 4 3 2 3
A3=—f f(x)dx=—/‘Z(X‘q'—sz—x+2)dx=—[)(——2-X——X—+2x]2 =—[ﬂ—2 £—2+3—(1—2-l—1+2)]=i unitats?
1 1
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59 8 . 37 _[1493

-1 1 15
i =A +A,+ =—f +f —f =t b=
Area total=A,+A,+A, _2 f(x) dx » f(x) dx 1 f(x) dx 273 Y792 =792 Y
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Exemple 2. Area sota una corba

Exercici:

Calculeu I'area del recinte entre la corba f(x)=x*—x? il'eix d'abscisses (eix OX)

Resolucid:

Per trobar una area compresa entre la grafica d'una funcié f(x), i I'eix d'abscisses , cal seguir els passos
1. Trobar els punts de tall de la grafica de la funcié amb I'eix d'abscisses resolent I'equacié f(x)=0
2. Suposem que els punts de tall corresponen a x4, X , X3 i X4
3. Els intervals on treballarem seran: [x4, Xo], [X2, X3], [X3, X4]
4. Per a cada interval trobat hem d'esbrinar si la grafica de la funcié queda per sobre I'eix OX o per sota

5. En funcié de si I'area obtinguda queda per sobre o per sota caldra agafar la integral definida o canviar-li el signe.

Anem a trobar |'area compresa entre la grafica de la funcié f(x) = x*=x?, il'eix d'abscisses.

1. f(x)=0 > x*—x?=0 -[x=-1| [x=1]i[x=0|

2. Els 2 intervals, en els que treballarem so6n: [-1,0], [0,1] i per tant tindrem 2 arees també: A,, A,

3. Per a cada interval trobat hem d'esbrinar si la grafica de la funcié queda per sobre I'eix OX o per sota. Per aixd busquem la imatge
d'un valor de cada interval:

« f(-0,5) = negatiu --> f(x) és negativa en l'interval [-1,0)
« f(0)=0
» f(0,5) = negatiu --> f(x) és negativa en l'interval (0,1]

Area=y=f x*—x?

_[° [ 2T [0 0 [(—1)5 (—1)3]_ -2
A= [ i=xax -[?‘?] 1-[?‘?]‘ 5 3 T

. A 2
Com és una area cal prendre el resultat en valor absolut. Per tant A; = —

15
= REr'S 1_[(1)5 (1)3] [05 03}_ -2
AZ_fo (i=x) o _[?_?]0_ 5 3] |5 3] 15

2
Com és una area cal prendre el resultat en valor absolut. Per tant A, = 15

Area total =|A|+|A,|= 1—25+1_25= %uz
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0.5

-0:5
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Exemple 3. Integral definida

4. a)Calculeu Ix- sinx dx (podeu aplicar la integracié per parts)

1
b) Calculeu I'area limitada per la funcié f(x) = —, I'eix OX i les rectes verticals x=1 i x=e
X

a)
' = =  du=dx

Ixsinx dx= . -x ! :—xcosx—f— cos x dx=|—xcosx+sinx+C|
dv=sinxdx = v=-—cosx

b)

Com que la funcié és continua en l'interval [1,e] i no té cap zero en aquest interval:
lcldx:lnx[ =lne-lnl=1-0=|1 v’
X
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Calcul area entre dos corbes

Exemple

Calcula I'area limitada per les corbes  fix)=x'—3x+8 , glx)=—3x iles
verticals x=-3ix=0

I'area a calcular és

v

El primer pas que s'ha de fer és trobar els punts d'interseccié entre les dues corbes, resolent el sistema d'equacions:

y=x3—3x+8
y=—3x

x®—3x+8 = —3x
x3+8 =0
x3=-8

x=¥-8=-2

Area = [Area compresa entre les dues funcions i x=-3 i x=-2] + [Area compresa entre les dues funcions i x=-2 i x=0]

Recordant que un area ha de ser sempre positiva.

1

2 |0
Area= + _l-f..x"+8ld.‘:§+ _l-[,\"+8}d.\'=T
3 2

U]
ffu%ﬂﬂmF

[ Flx)-glax

~Selectivitat.io
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Calcul area entre dos corbes. Exemple 2

Troba en cada cas 'area compresa entre:
a)y=x2-5iy=-xa2+5.
b) y=x2iyi=x.
a) L. Busquem les solucions de: x% —5 = —x2+ 3. Son V5 i V5.
Per tant, aquests seran els nostres limits d'integracio.
II. S'obte la funcié diferéncia:
y=(xt+ -2 -5)=-2x+10
1. Busquem la seva primitiva:

_7 4
=X 4 10x

Gilx) = ff—2x3 +10) dx =

V. 6(V5) = 225, 6(¥5) = 25

vdﬁLd4ﬂ=%ﬁ+%ﬁ=?ﬁ

L'area buscada és: %O\E 11t

Tt
(S'inclou la grafica, tot i que és innecessaria ! l l\ i
per obtenir 'area.) L
b) y= a7 Puntsdetall  x% = vx
y= Vx xt=x
xr=ux =0
X =0
=1

Larrel en el tram (0, 1) va per sobre de la paribola:

;x,%.-:_iT:;_ |

-
(Vx —x2) dx = 1.1
0 ke 3 '3 3
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Aplicacions en altres camps del coneixement

Aplicacié en el medi ambient

S'anomena "cabal" a la velocitat que porta I'aigua d'un riu. En general, el cabal va en funcié dels mesos de I'any. A I'hivern els rius
porten més aigua que a l'estiu.

La quantitat d'aigua que passa per un riu durant un periode de temps és igual a I'area compresa entre la corba , I'eix X i l'interval de
temps corresponent.

En aquest exemple imaginem que el cabal de riu segueix aquesta funcio:

fO=3+2- cos(é)

on:
f(t) ve donat en milers de hectolitres per segon i
t ve donat en mesos

Quina quantitat d'aigua passa pel riu durant 1 any?
Resposta:

La grafica de la funci¢ f(t) és aquesta:

u

Trobar el cabal del riu al llarg de tot I'any, significa calcular I'area sota aquesta corba. Per tant cal integrar la funcié donada.

12 12
t
Cabal anual = _/(; fl)-dt = fo (3 * 2 cos (E)) dt

a) Primer cal calcular la integral indefinida (senga&péf@:ﬁfﬁifﬁf'?ﬁracié)
L

https://educaciodigital.cat/ioc-batx/moodle/mod/book/tool/print/index.php?id=788 39/43



11/2/22, 21:11 Conceptes basics Analisis Il

b) Després substituir la funcié obtinguda en els limits d'integracio

c) Restar els valors i veure si té sentit el resultat.

a)

_/f(t)-dt= f(3+2-cos(%)) -dt =f3-dt+f2- cos(é)dt=3t+2fcos(é)dt=

1 t t
3t+2-2 2cos(z)dt 3t+4 sm(z)
b)

f12f(t)'dt = ]012(3 + 2 - cos (Et)) -dt =

0

t 12
+ . Q] —
3t+ 4 -sin (2 )L

c) Restem F(12)-F(0)

fomf(t)-dt = f012(3 +2 - cos (%)) -dt =[3-12 +4- sin %]—

=36+4-sin(6)—0—4-sin(0) =36 +(—1.117)=34.88 milers de hl/ s

0
0+ 4-sin —|=
3-0 4sm2]

usant la calculadora, i recordant que els angles estanen "rad" i no en graus

Per tal de tenir una idea de la quantitat d'aigua 34.88 milers de hl per segon = 34880 hl/s = 3 488 000 I/s (litres per cada segon,
durant 1 any) Guau!
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Dossier amb exercicis resolts

Matematiques |l = Bloc 2 Batxillerat

Caleul de primitives
Caleuleu:

[Tdem [demat st 4 Cn St boe 4T oc
lb_l\'l.\’(k—J.\’d.w-.] # o Cagatre= Tl

J’[%»,'_;}{r:j';r:w]'%m:ln.\-+ O e

x

<} Ix’r' dr

d) J-U' cos” yalx =

Tenint en comple que sin” ¥+ cos’ x =1 = cos’ x= |~ x =

I\-'Ib xdx = Jx"[bcm:! 4costdt= Iti_{oos:ld[ =
Tenint en compte que cos” t = Hc_:)s!l

16] - gt 02 C =gt asin2t +C

[ te=harcsin 3 + Sofiea’ ¢

Calculeu jE X Lo x dv
Apliguem la fdrmula de la derivacio per paris

I" R u=x =y =d
=X0 Tax= 3
| b = cos mde = v=sinx

Pagina 1 de 4

Jeos" s = cosx (1 - sin x| o = [ cosxd —  cosesin’ xdu =sin © I‘

w L r
“ cos” iy = smx jlsm’ri -san.\r--%sm"x [smll %sm-‘u]-'u!

104

Tenint an compta que Jf'dﬂ =+ :I_r’e"‘lrh' = g!ﬁr‘ildr = I]\- +f

sin' v+

Caleulau l‘\llb ~x° gir utilitzant 9l métads de canvi do variables amb o canvi x= 4 sin t

Six=4sint >0 =4 cos ol | 16-%"=16- 18 sin’ t= 168(1-5in"t ) =16 cos’ t =
. Iz expressid anterior es transforma en

IS . £ ET g -
Desfent els canvis: 1= arc sin : i gin 2= 2sinlcos 1= 2-};‘\”!‘1-::' | fenim:

= HNrsin r—j gin x e} = 2rsin v+ Jeodx +
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Exercicis PAU

Exercici
sin(x)

0s2(x)

a) La primitiva de la funcié f(x)

Sigui la funcié  f(x)= , calculeu:

INE

b) L'area limitada per la funcié f(x), I'eix de les abscisses i les rectes x=0i x

Recordeu els passos:

 Integrar la funcio, pel metode que es trobi més oportu.
o Aplicar la Regla de Barrow per calcular la integral definida.

« Analitzar la coherencia de la solucié. Recordeu que les arees no poden ser negatives i en aquests casos cal fer el valor absolut de
la solucié.

Resolucio:
a) Aquesta integral es pot fer pel metode del canvi de variable.

Podeu provar diversos canvis, pero el que millor funciona és:

t= cos (x)
. . at
dt = —sin(x) - dx = aillem dx — =
—sin (x)
Apliqguem el canvi a la integral:
241 et
== f = at= [t 2a ="t o= T0 W o T,
cos? (x) —t2 —2+41 -1 cos(x)

b) La funcié sin(x) i la funcié cos?(x) sén positives en l'interval (O,%), per tant no talla I'eix OX, i per aix0 I'area correspon a aquesta

integral definida:

I
i 1 1
0

1
cos(;) cos0) 2
2

T J
A - sin(x) [ 1 ] 1 3
Area= | ¢ “dx = -—=0,414 u
fo cos?(x) cos(x) 1
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Exercicis PAU

Exercici 1.
. . _ o 1 _
Considereu les funcions:  f(x)=x* i gx)= i larecta x=e

a) Feu un esbds de la regio limitada per les seves grafiques i I'eix de les abscisses i la
recta x=e=2,7. Calculeu el punt de tall entre les dues funcions.
b) Calculeu I'area de la regié descrita en I'apartat anterior.

Recordeu els passos:

o Trobar els punts de tall entre les grafiques de f(x) i g(x).

 Integrar la funci6 f(x) i la funcié g(x).

» Aplicar la Regla de Barrow per calcular la integral definida entre els valors trobats.
» Analitzar la coheréncia de la solucié dins del context de I'enunciat.

a) L'esbds de la grafica és:

Es calcula el punt de tall entre les dues funcions. En servira per calcular I'area.
y= x?

1
= x2=; = x®=1 = x=1 = Puntdetal(1,1)

x| =

y=
b) L'area és la suma de dues arees:

e e 1
A‘rea=[01f(x)-dx+j1‘ g(x)-dx =f01x2-dx+f %-dx=[%3] +[Ln (x)]‘1e

1

Area = %+Ln(e)—Ln(1)= %+1 =|—u
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