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RECEPTES SOBRE GEOMETRIA

A. Vector director d’unarectai vector perpendicular aun pla
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%alx by+Gz=d, IDVectordirector:vzijl Cl,-‘al K
Tax+by+c,z=d, : Gl &G

Pla p: ax+by+cz=d, b Vector perpendicular: \'/:(al,bl,cl)
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Rectar:

B. Interpretacio geométrica d’un sistema d’equacionslineals
Indicarem els casos que us trobareu més habitualment en examens: Sistemes 2x2 i 3x3

Al. Sstemesde 2 equacionsi 2 incognites

Si el sistema és compatible i determinat, representa geométricament 2 rectes d' un pla
gue estallen en un punt (S anomenen rectes secants)

Si el sistema és compatible i indeterminat, aleshores és que les dues equacions son
equivalents; per tant, representa geometricament 2 rectes coincidents.

Si el sistema és incompatible, no té solucié i estractade 2 rectes paral -leles.

A2. Sstemes de 3 equacions amb 3 incognites (cada equacio representara un pla de |’ espai)
Si el sistema és compatible i determinat, representara 3 plans amb un Unic punt en
comu (és, per tant, un angle de 3 cares, 0 angle triedre)
Si el sistema és compatible determinat, et potstrobar amb 2 possibilitats:

o Només unaincognita serveix de parametre (rang=2). Aleshores, els 3 plans
tenen en comu una recta (s anomenen plans d’ un feix)

o Dues incognites fan de parametres (rang=1). Aleshores, les 3 equacions son
equivalentsi, per tant, estracta de 3 plans coincidents.
Si el sistema és incompatible, es podrien presentar 2 situacions:
0 rangA=1irangA’=2. Aleshores, estractade 3 plans paral-l€els.
0 rangA=2irang A’=3. En aguest cas, poden sortir 2 situacions:
o Sin'hi ha2 plans paral-lels (o sigui, amb coeficients

proporcionals), aleshores el sistema representa 3
plans, dos dels quals son paral-lelsi I altre els talla.

0 Siveiem gue no n’hi ha 2 plans paral-lels, aleshores
és que els 3 plans sdn cares d'un prisma triangular.
El sistema representa, doncs, un prisma triangular.

C. Posicionsrelativesde duesrectesal’ espai

N + + :d d s
Recta r :%alx y+Gz=d, 2@1 hoq 12
faX+by+c,z=d, (;az b, ¢ d2+
i ax+hy+cz=d ¢ d,~
Recta r':%asx by +cz=d, ga?‘ b G 5.
T a4X+ b4y+ C4Z = d4 ea4 b4 C4 d4 (%]
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A ladretahem indicat les matrius A i A’ .
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El rang(A) seracom aminim 2 i, comamaxim, 3. El rang(A’) pot edtar entre 2i 4. Les
possibilitats existents son les seglients:

8 rang(A)=2, rang(A’)=2. Aleshores les 4 equacions equivalen a dues (rectes coincidents)

§ rang(A)=2, rang(A’)=3. Aleshores, en lamatriu A, les 4 files equivalen a dues, pero el
sistema no té cap solucio (rectes paral -leles)

§ rang(A)=3, rang(A’)=3. Aleshores, el sistema té exactament una solucid i, per tant, es
tracta de 2 rectes secants.

§ rang(A)=3, rang(A’)=4. Aleshores, és un sistema incompatible,
0 sigui, les rectes no tenen cap punt en comd, perd com que

rang(A)=3, no poden ser paral-lelesi, per tant, ocupen una po-
sicié al’espai com en lafigura (es diu que les rectes es creuen)

Nota: De vegades es posen exercicis que parlen de rectes coplanaries (o sigui, rectes que estan contingudes
en un pla). Penseu que dels 4 casos anteriors, en €s 3 primers son rectes coplanariesi que €l's 3 casos
junts equivalen alaiguatat det(A") = 0. Per exemple, si usdonen 2 rectes en les quals apareix un
coeficient k desconegut, i us demanen € valor de k per tal que siguin coplanaries, només heu de
resoldrel’equacio det(A’) = O per obtenir € valor dek.

D. Posicionsrelativesd’unarectai un plaal espai

i + + =d d. &

Rectar:%aix By+az=a, 2@1 hoG 12

fX+by+c,z=d, a b c dZ%

Pla p: ax+by+cz=d, 3 by ¢ dig
F A ®]

A ladretahem indicat les matrius Ai A’
- L A'L®

El rang(A) seracom aminim 2 i, comamaxim, 3. El rang(A’) pot estar tambéentre 21 3.
Les possibilitats existents son les segiients:

8 rang(A)=2, rang(A’)=2. Aleshores les 3 equacions equivalen a les 2 primeres, 0 sigui,
tots els punts de la recta compleixen I’ equacio del pla (recta continguda en € pla)

§ rang(A)=2, rang(A’)=3. Aleshores, en lamatriu A, les 3 files equivalen a dues, pero el
sistema no té cap solucio (recta és paral -lela al pla)

§ rang(A)=3, rang(A’)=3. Aleshores, ésun sistema compatible, o

sigui, larectai el platenen exactament un punt en comu; es diu
que larecta és secant al pla. ’

E. Posicionsrelativesdedosplansal espai

Pap: axthy+cz=d ¢ ga_B_6, %4 yoianssnpaales

Plap': ax+hy+c,z=d, a8 b c d
8 Si no escompleix i:ﬂ:&,elsplansestallenen
3
unarecta
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E. Productesescalar, vectorial i mixt

i v :”\5” ||v(/|| cosa 8 Si €ls vectors s expressen en una base
Producte escalar: | rancledet i ortonormal (3 vectors unitarisi ortogonals),

T on ésl' Viw —

I on estangiede (V1’V2’V3)'(Wl’W2’W3) =W VW, + VoW

Observeu que ||\r/|| =RY 5 Aixi doncs, [[(v;,V,,V5)|| = Y W7 1,7 V57

i ”\5 va :”\5” ||v(4|sina B El vector producte vectorial € podeu calcular
Modul prod vectorial: | r r | desenvolupant € determinant segiient:
T on éslangledev i w ! ] K
(Vl,VZ,V3)U(W1,W2,W3): Vi VoV
W W W
on |l ] k son ds vectors unitaris directors
dels eixos de coordenades, X, Y i Z

Producte mixt de 3 vectors v, w, z: Es el ,
valor de v{(wUz2), e qual coincideix amb el v
determinant dels 3 vectors i, també, amb el

volum del prisma que es pot construir prenent
els vectors com a arestes (figura adjunta)

El producte mixt és e volum del prisma

F. Com “convertir” un vector en unitari

Donat un vector Vv, es poden obtenir 2 vectors de modul 1 (o sigui, vectors unitaris) a
partir d’ ell. Aquests vectors son els seglients:

1
1. & :Hzrﬂ’ que sera del mateix sentit que el vector v
1
2. b, =- m que sera de sentit contrari al del vector v

Exemple: El modul del vector v= (L-22) és ||\5|| =12 +(-2)2+22 =/9 = 3. Per tant,

o vector (%?22) & unitari i té o mateix sentit.

F. Distancies

Distancia entre 2 punts de I’ espai

Ladistanciaentre dos punts A i B és, per definicio, el modul del vector AB, o sigui,

d(A B) =] AB| = /(b - )* +(b,- 3)* +(b,- &)’

Distanciad'un puntaun pla (Punt P=(p,, p,,p,), plap:ax+by+cz=d)
+bp, +cp, - d

I I .] Eﬁz.d—b2+c2
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Distancia d’un punt a una recta
Per calcular ladistanciad’un punt P aunarectar, pots fer el seglent:

1. Calcular un vector director dela recta (vector V) i unpunt, A, sobre larecta

2. Aplicar laférmula |dist(P,r) = —”r”—

Tambeé pots fer-ho de la seglient manera:
1. Calcules|’equacio del pla que passa per P i és perpendicular alarectar

2. Resolsel sistemaformat per les equacions del plai delarectar. S P’ ésel punt

soluci6 d' aguest sistema, resulta: |dist(P,r) =dist(P,P")

Distancia entre 2 plans paral -lels
Per calcular ladistanciaentre 2 plans paral-lels,p i p ', caculaunpunt P enp ' i, després,

calcula dist(P,p).

Distancia entre 2 rectes paral -leles

El cas és similar totalment al’anterior: Si lesrectessonr i r’, has de calcular un punt P en
r' i, després, calcular dist(P,r).

F. Angles

Angle de 2 vectors, v i W:

El podras obtenir a partir de Ia férmula del producte escalar de la seglient manera:
VW, +V,W, + VW,

|V||||W|| \/v V.2 V2 W+ w2+ w2

Ccosa =

Angle de 2 rectes
Es el menor dels angles que formin dos vectors directors de les rectes; per tant, es calcula
aplicant laférmula anterior, pero aplicant-la en valor absolut:

cosa = Vlvvl + VZWZ + V3W3 |

2 2 2 2 2 2
\/Vl +V2 +V3 \/Vvl +W2 +W3 |

Anglededosplans (plap :ax+by+cz=d, plap': mx+ny+ pz=q)

Es el menor dels angles que formin dos vectors perpendiculars als plans. Per tant, es
calculacom en el cas anterior, pero utilitzant els vectors (a,b,c) i (m,n,p):

cosa = | am+bn+cp |
|\/a +0% +¢% /P +n? + p |

Angled'unarectai un pla

Es defineix de forma una mica diferent: Es el complementari del
menor dels angles formats per un vector de larectai un vector W
perpendicular al pla (angle vermell). Per tant, s aplica la férmula

via+v,b+v,c
\/V12 + sz + V32 \/az +b%+¢2
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