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SOLUCIONS CALCUL INTEGRAL

1

a) Calculem els punts d’interseccié per parelles de funcions.

{fozx=r=2xx=0y=0=[P=00)

¥==x 2 2
{y=xz=x=x = yl—y=ylr—-1)=0=x=00x=1
x=0,y=0= P =(0,0)
x=1lLy=1=Q=(1,1)
—
{i_x§=>2x=x2=>x2—2x=x(x—2)=0=:rx=00x=2

x=0,y=0=P=(0,0)

v=2y=1= k=)

I quan en fem 1’esbos, obtenim la representacio grafica segiient:

b) Per calcular I’area del recinte, I’hem de descompondre en dues parts: d’una banda,
la part limitada per la recta y = 2x i, d’una altra, la recta y = x i la part limitada per la
recta y = 2x i la parabola.

2

1 2 x 1 %3
S=f(2x—x)dx+f(2x—x2)dx=— +(x2——-) =
0 1 20 3 1
L1 0+4 - 1+1—l+3 7—1+2—7 E
) 3 372 3-273 |6"

1

Observacio: les descomposicions alternatives del recinte que siguin correctes també es
donen per bones. Per exemple:
2 1 \P  /x?2 x3
S=f(2x—x2)dx—f(x—x2)dx= == =|5-=
o 0 3/1, 2 .3

8, (1 1)_ 8 1.1 24-16-3+2 [7
3 T e 6 =¥

0

=4 - 2
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Si la funci6 té un extrem relatiu en el punt on x = —3 sabem que P'(—3) = 0. Com que P'(z) =
322 + 2az + b, ens queda 'equacié

3(-3)% +2a(-3)+b=0.

Per altra banda, tenim que
1

1 4 3 pgt 1 b 5
3 g ax T a
-/ﬂ(:c+a:c+:c+)a: 4+3+2+..":0 T3ttt 2
En definitiva, hem obtingut el sistema
—6a + b = =27
& b 75,
3 22

que té per soluciba =3 ib=-9.
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a)

P(2,4)

Trobem el punt de tangéncia: P(2,4).

El pendent de la tangent és la derivada, per tant:
f(x)=x*
f1(x)=2xi f'(2)=4

La recta tangent és doncs: y —4 =4(x—2), 0 sigui y=4x—-4.

Els punts d'interseccié6 amb els eixos de coordenades els trobem quan x = 0 que
obtenim y = -4 i quan y = 0 que obtenim x = 1. Aixi doncs els punts interseccié son

[©.-9j [0}

b) L'area de la regi6 es pot obtenir:
1, 2 o _x3 - %3 2
[ x%dx +J'1 (x - (4x—4))dx —;]0 +(?— 2x +4x)]

2
0 1

. 8+8 1+2 4—22
+§‘ = '5 —:—g-u

Wl =
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a) La funci6 f{x) esta definida per trossos que son funcions continues (exponencial i
polindomiques), per tant només cal estudiar la continuitat en x =01ienx = 2.

Perqueé f{x) sigui continua en x = a és necessari que lim f(x) = f(a).
x=a

3 o S —
Jig e =1=7©)

lim f(x) = o
x-0 lim[—+n)=n
x-0*\ 4

X2~

2
lim ("T+n) =1+n=f(2)
lim f(x) =
x-2 . 3
lim (§x+m) =34+m

x-2%

=

Aleshores per a ser continua en els dos punts cal que 1+n =384 m=-1

| Per tant, sin=11im = -1 la funci6 f{x) és continua per qualsevol nombre real.

b) Quann=-4im=-6

il A
-1
e si x<0
X2 " -2
f(x)= 7—4 si 0<x<2
gx—e si x>2 =
-4

Area

X2 i
A= LM
+ [=-+]

+

3x2 k
o]

2

I[%z—4]dx

I[%X—G)dx

_|12_g4|3=31,
_}3 s’+|3| Ly
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a)

La funci6 f(x) és continua en I’interval tancat [0, 2] per tractar-se de suma de funcions
continues en el seu domini com sén la funcié arrel quadrada i les funcions
polindmiques.

Els valors en els extrems f(0) = —2 <01 f(2) = v2 > 0 tenen signe diferent, és a
dir, f(0) - f(2) <0, per tant, si que es compleixen les condicions del teorema de
Bolzano.

Aixi doncs, la funcié canvia de signe dins ’interval indicat i, per tant, aplicant el
teorema de Bolzano, com a minim existeix un punt dins I’interval obert (0, 2) en que la
seva imatge és zero.

f(1) =1+ 1-2 = 0i, per tant, efectivament x = 1 és soluci6 de I’equacié f(x) =0

La funci6 derivada f'(x) = + 1 > 0 és positiva en tot el domini de la funcio 1 per

tant la funcidé f(x) és estnctament creixent i, per tant, després de tallar I’eix de les
abscisses una vegada, la grafica no pot tornar-lo a tallar.

b)

Com que x = 1 ¢s I’inic punt en que la funcié talla I’eix de les abscisses, la funcid
f(x) té signe constant en I’interval (0,1) i, per tant, I’area que es demana es pot calcular
amb

5

1
VX+x—-2) dx
0

O\I
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a) Per poder avaluar la funci6 f(x) = m% necessitem poder calcular el logaritme

neperia del numerador (aixo vol dir que x sigui estrictament positiva) i poder dividir (és
a dir, que x no sigui 0). Aixi doncs, Idom(f) = (0, +00)[

Com que x = 0 no pertany al domini de la funci6, [no hi ha interseccié amb 1’eix O]
Com que f(x) = 0 = In(x) = 0 = x = 1, la intersecci6 amb 1’eix OX és (1, 0)]

Per als intervals de creixement cal estudiar el signe de la funci6 derivada primera.

e . , =l
La funcié derivada és f'(x) = - xnz(x)

Resolent f'(x) = 0 s’obté com a tinica solucidé x = e. Aixi doncs, els intervals de
creixement son els segiients:

(0,e) (e,+)
20 ' <
f creixent f decreixent
b) Comencem calculant una primitiva de la funcié f (és quasiimmediata):
In(x) In?(x)
Ele) = f = dx'= 3
A I’interval (1, e) la funci6 f és sempre positiva o zero. Per tant:
€n(x) In2(x)|° In%(e) In2(1) 1 1
=f dx = = = ==—0=|5u?|
. X 2 |, 2 2 2 2
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